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Chương III - HỆ HAI PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 


Trở lại bài toán cổ quen thuộc sau đây : 


Vừa gà vừa chó 

Bó lại cho tròn 

Ba mươi sáu con 

Một trăm chân chấn 

Hỏi có bao nhiêu gà, bao nhiêu chó ? 

Ở lớp 8, ta đã biết cách giải bài toán trên bằng cách lập phương trình 
bậc nhất một ẩn. Muốn vậy. ta chọn một đại lượng chưa biết, số gà chẳng 
hạn, làm ẩn y rồi dựa vào các mối quan hệ giữa các đại lượng để lập nên 
một phương trình với ẩn x. 
Nhưng trong bài toán trên, ngoài đại lượng chưa biết là số gà, ta thấy còn 
có một đại lượng chưa biết khác là số chó. Nếu kí hiệu x là số gà và y là 
số chó thì : 
~ Giả thiết có tất cả 36 con vừa gà vừa chó được mô tả bởi hệ thức x + y = 36. 
- Giả thiết có tất cả 100 chân được mô tả bởi hệ thức 2x + 4y = 100. 
Các hệ thức trên là những ví dụ về phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Trong chương này, chúng ta sẽ làm quen với các phương trình có hai ẩn 
và sẽ thấy chúng được ứng dụng thế nào để giải các bài toán tương tự bài 
toán trên. 


§1. Phương trình bậc nhết hoi in 


Tập nghiệm của một phương trình bậc nhất hai ẩn 


1. Khái niệm về phương trình bậc nhất hai ẩn 
lÓ) lớp 8, chúng ta đã học phương trình bậc nhất một ẩn. Trong thực tế, 
còn có các tình huống dẫn đến phương trình có nhiều hơn một ẩn. Như đã 
thấy, bài toán mở đầu của chương này đã dẫn đến các phương trình bậc 
nhất hai ẩn : x + y = 36 và 2x + 4y = 100. 


* Một cách tổng quát, phương trình bậc nhất hai ẩn x và y là hệ thức dạng 
ax +by=c, q) 

trong đó a, b và e là các số đã biết (a # 0 hoặc b # 0). 

Ví dụ 1. Các phương trình 2x - y = l, 3x + 4y =0, 0x + 2y =4.x +0y= 5 

là những phương trình bậc nhất hai ẩn. 

* Trong phương trình (1), nếu giá trị của vế trái tại x = xạ và y = yạ bằng 

vế phải thì cặp số (xạ ; yạ) được gọi là một nghiệm của phương trình (1). 

Ta cũng viết : Phương trình (1) có nghiệm là (x ; y) = (xạ ;Yạ). 

Ví dụ 2. Cặp số (3 ; 5) là một nghiệm của phương trình 2x - y = l vì 

2.3 5= I. (Với cách nói này, ta luôn hiểu rằng x = 3 và y = 5.) 

Ề Chú ý. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, mỗi nghiệm của phương trình (1) 

được biểu diễn bởi một điểm. Nghiệm (xạ; yạ) được biểu diễn bởi điểm 

có toạ độ (xạ; y0). 

a) Kiểm tra xem các cặp số (1 ; 1) và (0,5 ; 0) có là nghiệm của phương 

trình 2x — y = l hay không. 

b) Tìm thêm một nghiệm khác của phương trình 2x — y = Ì. 

Nêu nhận xét về số nghiệm của phương trình 2x — y = ]. 


* Đối với phương trình bậc nhất hai ẩn, khái niệm ứập nghiệm và khái 
niệm phương trình tương đương cũng tương tự như đối với phương trình 
một ẩn. Ngoài ra, ta vẫn có thể áp dụng quy rắc chuyển vế và quy tác 
nhân đã học đề biến đổi phương trình bậc nhất hai ẩn. 


Tập nghiệm của phương trình bậc nhất hai ẩn 
s Xét phương trình 


2x-y=1. (2) 
Chuyển vế, ta có 2x-y=l©y=2x-l. 


|23) Điển vào bảng sau và viết ra sáu nghiệm của phương trình (2) : 


X -I 0 0,5 1 2 2,5 


y=2x-l 


Một cách tổng quát, nếu cho x một giá trị bất 
kì thì cặp số (x ; y), trong đó y = 2x — 1, là một 
nghiệm của phương trình (2). Như vậy, tập 
nghiệm của (2) là 

S={(@x;2x- l)lxeR}. 
Ta nói rằng phương trình (2) có nghiệm tổng 
quất là (x ; 2x— 1) với x tuỳ ý (x e R), hoặc 


ƒ eR 
\y =2x-—l ` 
Có thể chứng minh rằng : Trong mặt phẳng 


toạ độ Oxy, tập hợp các điểm biểu điễn các nghiệm của phương trình (2) 
là đường thẳng y = 2x— 1 (đường thẳng (d) trên hình 1). Ta nói : 


@) 


Hình 1 


Tập nghiệm của (2) được biểu diễn bởi đường thẳng (d), hay đường thẳng 
(d) được xác định bởi phương trình 2x— y = Ì. 
Đường thẳng (d) còn gọi là đường thẳng y 
2x~ y = Ï và được viết gọn là 
(đ):2x—y=1. Làn E4 

s Xét phương trình 0x + 2y = 4. (4) 
Vì (4) nghiệm đúng với mọi x và y = 2 x 
nên nó có nghiệm tổng quát là (x ; 2) với 
xeR.hay 

xeR 

ÿ#ø . Hình 2 


Trong mặt phẳng toạ độ, tập nghiệm của (4) được biểu diễn bởi đường 
thẳng đi qua điểm A(0 ; 2) và song song với trục hoành (h. 2). Ta gọi đó 
là đường thẳng y = 2. 
s Xét phương trình 4x + 0y =6. (53) 
Vì (5) nghiệm đúng với x = l,5 và với mọi y nên nó có nghiệm tổng quát 
là (1,5; y) với y €R,hay 
x=l5 
§ eR_` 


" 


Trong mật phẳng toạ độ, tập nghiệm của (5) được biểu diễn bởi đường 
thắng đi qua điểm B(1,5 ; 0) và song song với trục tung (h. 3). Ta gọi đó 


là đường thẳng x = 1,5. ụ 


Một cách tổng quát, ta có : 

1) Phương trình bậc nhất hai ẩn ax + by = c 
luôn luôn có vô số nghiệm. Tập nghiệm 
của nó được biểu diễn bởi đường thẳng 
ax + by =c, kí hiệu là (đ). 

2) Nếu a # 0 và b # 0 thì đường thẳng (d) 
chính là đồ 0hƒ của hàm số bậc nhất 


Y a đụ e 
`... 
Š b b Hình 3 
s › ` ` 3% “hà C à ` 
Nếu a # 0 và b = 0 thì phương trình trở thành ax = c hay x = —, và đường 
a 


thẳng (d) song song hoặc trùng với trục tung. 


Nếu a = 0 và b# 0 thì phương trình trở thành by = c hay y = „ và đường 


thẳng (d) song song hoặc trùng với trục hoành. 
Bòi tộp 


Trong các cặp số (=2; 1), (0 ; 2), (=1; 0), (1,5 ; 3) và (4; -3), cặp số nào 
là nghiệm của phương trình : 
a)5x+4y=8§2 b)3x+5y =-—32 

Với môi phương trình sau, tìm nghiệm tổng quát của phương trình và vẽ 
đường thẳng biểu diễn tập nghiệm của nó : 


a)3x—y =2; )xt5y =3; 
e)4x— 3y=-—l; d)x+5y=U; 
e) 4x + 0y =-2; )0x+2y =5. 


Cho hai phương trình x + 2y = 4 và x— y = I. Vẽ hai đường thẳng biểu 
diễn tập nghiệm của hai phương trình đó trên cùng một hệ toạ độ. Xác 
định toạ độ giao điểm của hai đường thẳng và cho biết toạ độ của nó là 
nghiệm của các phương trình nào. 


Gó thể em chưa biết ? 


Đối với phương trình bậc nhất hai ẩn dạng 

ax + by =c(a,b,c c Z), đ) 
người ta còn đặt vấn đề tìm các nghiệm nguyên của nó. Tiêu biểu trong lĩnh vực 
này là nhà toán học Hi Lạp Đi-ô-phăng (Diophantus, khoảng năm 250). Ở Ấn Độ, 
A-ri-a-ba-ta (Aryabhata, khoảng 476 - 550) cũng đã quan tâm đến việc tìm các 
nghiệm nguyên của phương trình này ; nhưng người đã cho lời giải tổng quát 
của bài toán là Bra-ma-gup-ta (Bramahgupta, khoảng 598 - 660). Ngày nay, ta 
đã biết lời giải của bài toán này qua hai mệnh đề sau : 
1) Nếu phương trình (1) có nghiệm nguyên thì c chia hết cho ước chung lớn 
nhất của a và b. 
2) Ngược lại, nếu c chia hết cho ước chung lớn nhất của a và b thì (1) luôn có 
nghiệm nguyên. Trong trường hợp này, ta có thể giả thiết rằng a, b nguyên tố 
cùng nhau. Khi đó, nếu (xo ; yọ) là một nghiệm nguyên của (1) thì công thức 
sau cho tất cả các nghiệm nguyên của (1) : 


x=xo+tb 
(te Z2). 
y=yg -ta 


Để thấy được ý nghĩa hình học của bài toán này, trong mặt phẳng toạ độ, ta gọi 
các điểm có toạ độ nguyên là các điểm nguyên. Khi đó, bài toán trên có nghĩa là : 
Tìm tất cả các điểm nguyên trên đường thẳng ax + by = c. 


§2. Hệ hai phương trình bộc nhốt hơi ẩn 


Có thể tìm nghiệm của một hệ phương trình bằng 


cách vẽ hai đường thẳng được không ? 


Khái niệm về hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
Xét hai phương trình bậc nhất hai ẩn 2x + y = 3 và x— 2y = 4. 


Kiểm tra rằng cặp số (x ; y) = (2; —l) vừa là nghiệm của phương trình 
thứ nhất, vừa là nghiệm của phương trình thứ hai. 


“Ta nói rằng cặp số (2 ; —1) là một nghiệm của hệ phương trình 
2x+y=3 
x-2y=4 


Tổng quát, cho hai phương trình bậc nhất hai ẩn ax + by = e và 
ax +b'y =e'. Khi đó, ta có hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 

ax +by =€C 

ax +by =c” 
Nếu hai phương trình ấy có nghiệm chung (xạ ; yạ )thì (xạ ; yạ) được gọi là 
một nghiệm của hệ (D). 
Nếu hai phương trình đã cho không có nghiệm chung thì ta nói hệ (I) 
vỏ nghiệm. 


Giải hệ phương trình là tìm tất cả các nghiệm (tìm (ập nghiệm) của nó. 


Minh hoạ hình học tập nghiệm của hệ phương trình bậc nhất 
hai ấn 
Tìm từ thích hợp để điền vào chỗ trống (... ) trong câu san : 
Nến điểm M thuộc đường thẳng ax + by = e thì toq độ (xạ ; yạ) của điểm 
Mà một ... của phương trình ax + by = c. 
Từ đó suy ra : 
Trên mặt phẳng toạ độ, nếu gọi (d) là đường thẳng ax + by = e và (đ) là 
đường thẳng ax + b'y = e' thì điểm chung (nếu có) của hai đường thẳng 
ấy có toạ độ là nghiệm chung của hai phương trình của (D. Vậy, ráp 
nghiệm của hệ phương trình (D được biểu diễn bởi tập hợp các điển 
chung của (d) và (đ). 
Ví dụ I. Xét hệ phương trình 
ƒx +y=3 
x -2y=0' 
Gọi hai đường thẳng xác định 
bởi hai phương trình trong hệ 
đã cho lần lượt là (dị) và (d;). 


Vẽ (dị) và (d;) trong cùng một 


hệ trục toạ độ (h. 4), ta thấy chúng, 


Hình 4 


cất nhau tại một điểm duy nhất M. Ta xác định được toạ độ của điểm M là 
(2; 1). (Thử lại, ta thấy (2 ; 1) là một nghiệm của hệ). 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x ; y) = (2; l). 


Ví dụ 2. Xét hệ phương trình 
3x-2y =-—6 
3x=7y =3 ˆ 


8 Ñ ® ` + 
Do 3x- 2y = -ó ©y = z + 3 nên tập nghiệm của phương trình thứ 


nhất được biểu diễn bởi đường thẳng (dị) : y = 3x +3. 


Tương tự, tập nghiệm của phương trình 

thứ hai được biểu diễn bởi đường thẳng 
3 3 

d;):y= =x-=. 

HN La- 

Hai đường thẳng (dị) và (d;) có tung độ 

gốc khác nhau và có cùng hệ số góc 


bằng Š nên song song với nhau (h. 5). 


Chúng không có điểm chung. Điều đó 
chứng tỏ hệ đã cho vô nghiệm. 


Ví dụ 3. Xét hệ phương trình 
2x-y =3 Hình 3 
lề +y=-3) 
Ta thấy tập nghiệm của hai phương trình trong hệ được biểu diễn bởi cùng 
một đường thẳng y - 2x — 3. Vậy, mỗi nghiệm của một trong hai phương 
trình của hệ cũng là một nghiệm của phương trình kia. 
Hệ phương trình trong ví dụ 3 có bao nhiêu nghiệm ? Vì sao ? 
Một cách tổng quát, ta có : 
Đối với hệ phương trình (1), ta có : 
— Nếu (đ) cất (d) thì hệ (D có một nghiệm duy nhất. 
— Nếu (đ) song song với (đ') thì hệ (D vô nghiệm. 
— Nếu (đ) trùng với (đ) thì hệ (1) có vô số nghiệm. 


Ð® Chú ý. Tù kết quả trên ta thấy, có thể đoán nhận số nghiệm của 
hệ phương trình bậc nhất hai ẩn () bằng cách xét vị trí tương đối của các 
đường thẳng ax + by = e và ax + b'y =c', 

Hệ phương trình tương đương 

Tương tự như đối với phương trình, ta có : 

ĐỊNH NGHĨA 

Hai hệ phương trình được gọi là tương đương với nhau nếu chúng có cùng 
tập nghiệm. 


Ta cũng dùng kí hiệu "©>" để chỉ sự tương đương của hai hệ phương trình, 
chẳng hạn ta viết 


2C Kệ ¡c5 

BA y=l ý - M đ. 

x—2y=~l x-¬y=0 
Bi tậo 


Không cần vẽ hình, hãy cho biết số nghiệm của mỗi hệ phương trình sau 
đây và giải thích vì sao : 


= [ 3 
y=3-2x BI 
a) ; b) ) 
y8 in 
VI) 
2y = ~3x 3x—y=3 
e) ñ 9) 1 ' 
3y=2x x-=y=l 
3 
Đoán nhận số nghiệm của các hệ phương trình sau bằng hình học : 
2x-y=l 2x+y=4 
A80 AT Dị [RA TRR-” 
x-2y=-—Il -x+y=l 
Đế 


Bạn Nga nhận xét : Hai hệ phương trình bậc nhất hai ẩn vô nghiệm thì 
luôn tương đương với nhau. 


Bạn Phương khẳng định : Hai hệ phương trình bậc nhất hai ẩn cùng có vô 
số nghiệm thì cũng luôn tương đương với nhau. 


Theo em, các ý kiến đó đúng hay sai ? Vì sao ? (có thể cho một ví dụ hoặc 
minh hoa bằng đồ thị) 


Luyện Tập 


Cho hai phương trình 2x + y = 4 và 3x + 2y = 5. 
a) Tìm nghiệm tổng quát của mỗi phương trình trên. 


b) Vẽ các đường thẳng biểu diễn tập nghiệm của hai phương trình trong 
cùng một hệ trục toạ độ, rồi xác định nghiệm chung của chúng. 


8. Cho các hệ phương trình sau : 


10. 


1. 


x=2 x+3y =2 
a) : b) Ệ 
2x-y=3 2y=4 
Trước hết, hãy đoán nhận số nghiệm của mỗi hệ phương trình trên 


(giải thích rõ lí do). Sau đó, tìm tập nghiệm của các hệ đã cho bằng cách 
vẽ hình 


Đoán nhận số nghiệm của mỗi hệ phương trình sau, giải thích vì sao : 


x+y=2 3x—2y=1 
a) 8 b) ằ 
3x+3y =2 6x +4y =0 
Đoán nhận số nghiệm của mỗi hệ phương trình sau, giải thích vì sao : 
: I 2 
4x 4y = 2 ~X-Y=~ 
9 h : A, ý b) sờ l 3. 
-ÀC HOỘI c x— 3y = 2 


Nếu tìm thấy hai nghiệm phân biệt của một hệ hai phương trình bậc nhất 
hai ẩn (nghĩa là hai nghiệm được biểu diễn bởi hai điểm phân biệt) thì ta 


có thể nói gì về số nghiệm của hệ phương trình đó ? Vì sao 2 


§3. Giải hệ phương trỉnh bằng phương phớp thế 


Phải chăng chỉ là quy về giải phương trình một ẩn 2 


Nói chung, muốn giải một hệ phương trình hai ẩn, ta tìm cách biến đổi hệ 
phương trình đã cho để được một hệ phương trình mới tương đương, 
trong đó một phương trình của nó chỉ còn một ẩn. Một trong các cách 
giải là áp dụng quy tắc sau gọi là guy rắc thế. 


1. Quy tắc thế 
Quy tắc thế dàng để biến đổi một hệ phương trình thành hệ phương trình 
tương đương. Quy tắc thế gồm hai bước sau : 
Bước 7. Từ một phương trình của hệ đã cho (coi là phương trình thứ nhất), 
ta biểu điễn một ẩn theo ẩn kia rồi thế vào phương trình thứ hai để được 
một phương trình mới (chỉ còn một ẩn). 


Bước 2. Dùng phương trình mới ấy để thay thế cho phương trình thứ hai 
trong hệ (phương trình thứ nhất cũng thường được thay thế bởi hệ thức 
biểu diễn một ẩn theo ẩn kia có được ở bước I). 
Ví dụ 1. Xét hệ phương trình 
x-3y=2 
(@ . 
Ì~2x+5y = 

Việc áp dụng quy tắc thế đối với hệ (T) như sau : 
Bước 1. Từ phương trình đầu, biểu diễn x theo y, ta có x = 3y + 2 (*). 
Lấy kết quả này thế vào chỗ của x trong phương trình thứ hai thì được 

-23y+2)+ 5y = 1. 
Bước 2 Dùng phương trình vừa có, thay thế cho phương trình thứ hai của 
hệ và dùng (*) thay thế cho phương trình thứ nhất, ta được hệ phương trình 


x=3y+2 
-2(3y+2)+5y= 1L 


s Sau khi đã áp dụng quy tắc thế, ta thấy ngay có thể giải hệ (J như sau : 


®e x=â3y+2 ¬ bà Kao) x=-l3 
~2(y +2) + 5y = 1 y=-5 y=ẽ-5 


Vậy hệ (ID có nghiệm duy nhất là (—13 ; 5). 
Cách giải như trên gọi là giả hệ phương trình bằng phương pháp thế. 


Áp dụng 
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
2x~— =3 
q) ba 
x+2y=4 
Giải. Ta có (biểu diễn y theo x từ phương trình thứ nhất) 
=2x-3 =2x-3 
q @ JJ SN dị 
x+ 22x-3)= 4 5x-6=4 
y=2x-3 x=2 
© -© ồ 
x2 y=l 


Vậy hệ (II) có nghiệm duy nhất là (2 ; 1). 
Giải hệ phương trình sau bằng phương pháp thế (biểu diễn y theo x từ 
phương trình thứ hai của hệ) 


j4x-5y =3 
\3x-y=16' 


® Chú ý 


Nếu trong quá trình giải hệ phương trình bằng phương pháp thế, ta thấy 
xuất hiện phương trình có các hệ số của cả hai ẩn đều bằng 0 thì hệ 
phương trình đã cho có thể có vô số nghiệm hoặc vô nghiệm. 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 

4x-2y=-~Ó6 
q1) [+x-2y Ề 

|-2x +y=3 
Giải 
+ Biểu diễn y theo x từ phương trình thứ hai, ta được y = 2x + 3. 
+ Thế y trong phương trình đâu bởi 2x + 3, ta có 
4x- 2(2x +3) =- 6© 0x =0. 


Phương trình này nghiệm đúng với mọi x e R. Vậy hệ (IID có vô số nghiệm. 
Cụ thể, tập nghiệm của nó cũng là tập nghiệm của phương trình bậc nhất 


14. 


15. 


hai ẩn y = 2x + 3. Do đó, hệ (II) có các nghiệm (x ; y) tính bởi 
công thức 


ƒxeR 
(y=2x+3. 


Bằng mình hoạ hình học, hãy giải thích tại sao hệ (II) có vô số nghiệm. 


Cho hệ phương trình 
4x+y=2 
qV) : 
8x+2y =l 
Bằng mình hoạ hình học và bằng phương pháp thế, chứng tả rằng hệ (TV) 
vô nghiệm. 
Tóm tắt cách giải hệ phương trình bằng phương pháp thế 


1) Dùng quy tắc thế biến đổi hệ phương trình đã cho để được một hệ 
phương trình mới, trong đó có một phương trình một ẩn. 


2) Giải phương trình một ẩn vừa có, rồi suy ra nghiệm của hệ đã cho. 


Bòi tộp 
Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp thế : 
—y=3 7x—-3y=5 +3y=-—2 
TTNợNG h DI NNG HN ' 
3x_-4y= 2 4x+y=2 5x- 4y = II 
3x— 2y = II THẾ 
2) P` — b42 3° 
XE 5x — 8y =3 
x+yM5 =0 @-3)x- 3y =2+ 5/3 
4) ï b) : 
x5 +3y =1- v5 4x+y=4-263 
Luyện tập 
x+3y=l ' 
Giải hệ phương trình 2 trong mỗi trường hợp sau : 
(a“ +l)x+6y =2a 


a)a=-l; b)a=0; c)a=l, 


16. 


17. 


18. 


19. 


Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp thế (các bài 16 và 17) : 


x2 
a) PB NhÓ. b) ca vi €) y3 
Sài bo SP TÔ x+y-10= 0 


) x\2 - y 3:=.1 b) x-2N2y =5 ©) (2-10x-y=x2 
a h „C Ệ 
x+y3 = /2 x/2+y=1-J10 x+@2+lJ)y=I 


a) Xác định các hệ số a và b, biết rằng hệ phương trình 
2x+by=-4 
P — ay = =5 
có nghiệm là (1 ; =2). 


b) Cũng hỏi như vậy, nếu hệ phương trình có nghiệm là (42- 1:42). 


Biết rằng : Đa thức P(x) chỉa hết cho đa thức x— a khi và chỉ khi P(a) = 0. 
Hãy tìm các giá trị của m và n sao cho đa thức sau đồng thời chia hết cho 
x+lvàx-3: 


P(x) = mxỶ + (m— 2)x? = (3n- 5)x- 4n. 


§4. Giải hệ phương trình bằng 
phương pháp cộng đại số 


Ta đã biết, muốn giải một hệ phương trình hai ẩn, ta tìm cách quy về 
việc giải phương trình một ẩn. Mục đích đó cñng cố thể đạt được bằng, 
cách áp dụng quy tắc sau gọi là guy tắc cộng đại số. 


Quy tắc cộng đại số 

Ouy tắc cộng đại số dùng để biến đổi một hệ phương trình thành hệ 
phương trình tương đương. Quy tắc cộng đại số gồm hai bước sau : 

Bước 1. Cộng hay trừ từng vế hai phương trình của hệ phương trình đã 
cho để được một phương trình mới. 

Bước 2. Dùng phương trình mới ấy hay thế cho một trong hai phương 
trình của hệ (và giữ nguyên phương trình kia). 


Vĩ dịụ ï. Xét hệ phương trình 
2x-y=1 
®{ : 
x+y=2 
Ta áp dụng quy tắc cộng đại số để biến đổi hệ (I) như sau : 
Bước I. Cộng, từng vế hai phương trình của (I), ta được phương trình 
(2x- y)+(x+y)= 3 hay 3x = 3. 


Bước 2. Dùng phương trình mới đó thay thế cho phương trình thứ nhất, 


3x=3 
ta được hệ | z ¡ hoặc thay thế cho phương trình thứ hai, ta được 
x+y=2 
2x-y=l 
hệ 4“*— Ÿ 
3x= 


mm Áp dụng quy tắc cộng đại số để biến đổi hệ (1), nhưng ở bước 1, hãy trừ 
từng vế hai phương trình của hệ (1) và viết ra các hệ phương trình mới 
thu được. 

* Sau đây, ta sẽ tìm cách sử dụng quy tắc cộng đại số để giải hệ hai 
phương trình bậc nhất hai ẩn. Cách làm đó gọi là giđi hệ phương trình 
bằng phương pháp cộng đại số. 


2. Áp dụng 
1) Trường hợp thứ nhất 


(Các hệ số của cùng một ẩn nào đó trong hai phương trình bằng nhau 
hoặc đối nhau). 


Ví dụ 2. Xét hệ phương trình 


qp e 
x-y=6 


|?2| Các hệ số của y trong hai phương trình của hệ (1U có đặc điểm gì ? 
Từ đạc điểm đó, ta có thể giải hệ (II) như sau : 
Cộng từng vế hai phương trình của hệ (II), ta được 
3x=9<>x=3. 


3x=9 x=3 x=3 
ae] s{ s{ 5À 
x—y= x—ÿ =6 y=-¬3 


Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x ; y) = (3 ; =3) 


Do đó 


Ví dị 3. Xét hệ phương trình 


ƒ2x+2y=9 


1H 
: 2a 8g > 4 


a) Nêu nhận xét về các hệ số của x trong hai phương trình của hệ (TH). 

b) Áp dụng quy tắc cộng đại số, hãy giải hệ (II) bằng cách trừ từng vế 
hai phương trình của (TH). 

2) Trường hợp thứ hai 

(Các hệ số của cùng một ẩn trong hai phương trình không bằng nhau và 


không đối nhau). 


Ví dụ 4. Xét hệ phương trình 


úV) 3x+2y =7 
2x+3y=3 


Ta sẽ tìm cách biến đổi để đưa hệ (TV) về trường hợp thứ nhất. Muốn 
vậy, nhân hai vế của phương trình thứ nhất với 2 và hai vế của phương, 
trình thứ hai với 3, ta có hệ tương đương : 
6x + 4y = 14 
qv) : 
6x+9y=9 

Giải tiếp hệ (IV) bằng phương pháp đã nêu ở trường hợp thứ nhất. 
Nêu một cách khác để đưa hệ phương trình (IV) về trường hợp thứ nhất ? 
Tóm tắt cách giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng đại số 


1) Nhân hai vế của mỗi phương, trình với ruột số thích hợp (nếu cần) sao 
cho các hệ số của một ẩn nào đó trong hai phương trình của hệ bằng 
nhau hoặc đối nhau. 


2) Áp dụng quy tắc cộng đại số để được hệ phương trình mới, trong đó có 
một phương trình mà hệ số của một trong hai ẩn bằng 0 (tức là phương 


trình một ẩn). 


3) Giải phương trình một ẩn vừa thu được rồi suy ra nghiệm của hệ 
đã cho. 


Bòi Tộp 


Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp cộng đại số : 


3x+y=3 2x+5y=8 4x+3y-= 6 
20. a) ñ b) h € h 
2x-y=7 2x-3y=0 2x+y=4 
) 2x+3y= -2 0,3x+0,5y= 3 
, e h 
8š - #9 = zã 1l,5x- 2y = 1,5 


S 
lò 


) x42 -3y=I b) 5x3 + y= 2/2 
a h : 
2x+yAÄ2 =-2 xf6-y42=2 


Luyện Tập 
„ Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp cộng đại số : 
-5x+2y =4 2x 3y = II ĐẠT 2ƒ :lU 
a) g- đồ : ©) 2 1: 
6x—3y=—7 -4x+6y =5 x —y =ậ ni 


Giải hệ phương trình sau : 


d+42)x+(q-42)y= 5 
d+x2)x+(q+A2)y=3' 
Giải các hệ phương trình : 
2(x+y)+3(x— V)= 4. bị {2~2+31+ y) = ~2 
ý (x+y)+2(x— y)= 5 3(xS—2)— 2+ y)= -3 ` 
Ta biết rằng : Một đa thức bằng đa thức 0 khi và chỉ khi tất cả các hệ số 
của nó bằng 0. Hãy tìm các giá trị của m và n để đa thức sau (với biến số 
x) bằng đa thức 0 : 


P(x) = (3m-— 5n + [)x +(4m-— n- 10). 


Xác định a và b để đồ thị của hàm số y = ax + b đi qua hai điểm A và B 
trong mỗi trường hợp sau : 

a) A(2;—2) và B(-I ; 3); b) A-4;-2) và B(2; I); 

c) A3; ~l) và B(-3 ; 2) ; đ) ACV3 ; 2) và B(0; 2). 


2. 
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Bằng cách đặt ẩn phụ (theo hướng dẫn), đưa các hệ phương trình sau về 
dạng hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn rồi giải : 


1 1 
xy I 1 
a) › Nướng dân. Đặt u = — ,v= — ; 
3.4 X Ÿ 
S#@ =8 
X y 
; + : =2 
x-2 y-l 
b) 
CN TT, 
x-2 y-l 


§5. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình 


Hãy nhắc lại các bước giải bài toán bằng cách lập phương trình. 

Để giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình, chúng ta cũng làm 
tương tự. 

Ví dụ T. Tìm số tự nhiên có hai chữ số, biết rằng hai lần chữ số hàng đơn 
vị lớn hơn chữ số hàng chục 1 đơn vị, và nếu viết hai chữ số ấy theo thứ 
tự ngược lại thì được một số mới (có hai chữ số) bé hơn số cũ 27 đơn vị. 


Cách giải 

Trong bài toán trên, ta thấy có hai đại lượng chưa biết là chữ số hàng 
chục và chữ sế hàng đơn vị của sế cần tìm. Theo giả thiết, khi viết hai 
chữ số ấy theo thứ tự ngược lại, ta vẫn được một số có hai chữ số. Điều đó 
chứng tỏ rằng cả hai chữ số ấy đều phải khác 0. 

Vậy ta có thể giải bài toán đã cho như sau : 

Gọi chữ số hàng chục của số cần tìm là x, chữ số hàng đơn vị là y. Điều 
kiện của ẩn là : x và y là những số nguyên, 0 < x < 9 và 0< y< 9. Khi đó, 
số cần tìm là 10x + y. Khi viết hai chữ số theo thứ tự ngược lại, ta được số 
10y +x. 

Theo điều kiện đầu, ta có : 2y— x = I hay—x + 2y = l. 


Theo điều kiện sau, ta có : (10x + y)— (10y + x) = 27 <$ 0x~— 0y = 27 
hay x— y=3. 
Từ đó, ta có hệ phương trình 


=x+2y=Ï 
®{ . 
x- y=3 


|?2] Giải hệ phương trình (D và trả lời bài toán đã cho. 
Ví dụ 2. Một chiếc xe tải đi từ TP.Hồ Chí Minh đến TP. Cần Thơ, quãng 
đường dài 189 km. Sau khi xe tải xuất phát l giờ, một chiếc xe khách 
bắt đâu đi từ TP. Cần Thơ về TP. Hồ Chí Minh và gặp xe tải sau khi đã 
đi được I giờ 48 phút. Tính vận tốc của mỗi xe, biết rằng mỗi giờ xe 
khách đi nhanh hơn xe tải 13 km. 
Cách giải 


Từ giả thiết của bài toán, ta thấy khi hai xe gặp nhau thì : 


— Thời gian xe khách đã đi là I giờ 48 phút, tức là Ỹ gi. 


go/š Ả"  ẽ  nn. 6 ố cố .ẽ.ẽẽ... 

— Thời gian xe tải đã đi là l giờ + 5 BIỜ = li: giờ (vì xe tải khởi hành 
trước xe khách I1 giờ). 
Gọi vận tốc của xe tải là x (km/h) và vận tốc của xe khách là y (km/h). 
Điều kiện của ẩn là x và y là những số dương. 
Ta tiếp tục giải bài toán này bằng cách thực hiện các hoạt động sau : 

|23)| Lập phương trình biểu thị giả thiết : Môi giờ, xe khách đi nhanh hơn xe 
tải 13 km. 

|4] Viết các biểu thức chứa ẩn biểu thị quãng đường mỗi xe đi được, tính đến 
khi hai xe gặp nhau. Từ đó suy ra phương trình biểu thị giả thiết quấng 
đường từ TP. Hồ Chí Minh đến TP. Cần Thơ dài 189 km. 


|z5| Giải hệ hai phương trình thu được trong mm và m rồi trả lời bài toán. 
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28. 


29. 
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Bồi tập 
Tìm hai số tự nhiên, biết rằng tổng của chúng bằng 1006 và nếu lấy số 
lớn chia cho số nhỏ thì được thương là 2 và số dư là 124. 
Giải bài toán cổ sau : 
Quýt, cam mười bảy quả tươi 
Đem chia cho một trăm người cùng vui. 
Chia ba mỗi quả quýt rồi 
Cồn cam mỗi quả chia mười vừa xinh. 
“Trăm người, trăm miếng ngọt lành. 
Quýt, cam mỗi loại tính rành là bao ? 


Một ôtô đi từ A và dự định đến B lúc 12 giờ trưa. Nếu xe chạy với vận tốc 
35 km/h thì sẽ đến B chậm 2 giờ so với dự định. Nếu xe chạy với vận tốc 
50 kmi/h thì sẽ đến B sớm l giờ so với dự định. Tính độ dài quãng đường 
AB và thời điểm xuất phát của Ôtô tại A. 


§ó. Giải bài toán bằng cúch lệp hệ phương trình 
(iếp theo) 


Ví dụ 3. Hai đội công nhân cùng làm một đoạn đường trong 24 ngày thì 
xong. Mỗi ngày, phần việc đội A làm được nhiều gấp rưỡi đội B. Hỏi nếu 
làm một mình thì mỗi đội làm xong đoạn đường đó trong bao lâu ? 

Cách giải 

Từ giả thiết hai đội cùng làm trong 24 ngày thì xong cả đoạn đường (và 
được xem là xong l công việc), ta suy ra trong một ngày hai đội làm 


chung được 2 (công việc). Tương tự, số phần công việc mà mỗi đội làm 
được trong một ngày và số ngày cần thiết để đội đó hoàn thành công việc 
là hai đại lượng tỉ lệ nghịch (trong bài toán này, ta hiểu "số ngày" là một 
đại lượng không nhất thiết phải nguyên). 

Vậy ta có thể giải bài toán như sau : 


Gọi x là số ngày để đội A làm một mình hoàn thành toàn bộ công việc ; 
y là số ngày để đội B làm một mình hoàn thành toàn bộ công việc. Điều 
kiện của ẩn là x và y là những số dương. 


Mỗi ngày, đội A làm được h (công việc), đội B làm được E: (công việc). 
Do mỗi ngày, phần việc đội A làm được nhiều gấp rưỡi đội B nên ta có 


tình -L = 1,5.-L 
phương trình HN 1,5 ÿ hay 


3: 1 
x3y W) 
Hai đội làm chung trong 24 ngày thì xong công việc nên mỗi ngày hai 
đội cùng làm thì được nn (công việc). Ta có phương trình 
II IS 2 
X b y 24 @ 
Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình 
đỗ d 
ng 
úp II I 
NT 


li: 1 


Giải hệ phương trình (1U bằng cách đặt ẩn phụ ụ =—;V= K5) rồi trả 
X y 


lời bài toán đã cho. 


Hãy giải bài toán trên bằng cách khác (gọi x là số phần công việc làm 


t2) 


trong một ngày của đội A ; y là số phần công việc làm trong một ngày 
của đội B). Em có nhận xét gì về cách giải này ? 


Bòi tập 
Tính độ dài hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông, biết rằng nếu 
tăng mỗi cạnh lên 3 em thì diện tích tam giác đó sẽ tăng thêm 3Ó cm”, 
và nếu một cạnh giảm đi 2 em, cạnh kia giảm đi 4 em thì diện tích của 
tam giác giảm đi 26 cmỂ, 

Hai vòi nước cùng chảy vào một bể nước cạn (không có nước) thì sau 


“ệ giờ đây bể. Nếu lúc đầu chỉ mở vòi thứ nhất và 9 giờ sau mới mở 


š tụ Hà cà đài cợUul) qEệi „. vế é . 46 $ 
thêm vòi thứ hai thì sau 5 giờ nữa mới đây bể. Hỏi nếu ngay từ đầu chỉ 


mở vòi thứ hai thì sau bao lâu mới đẩy bể ? 
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36. 


38. 


24 


Hai người thợ cùng làm một công việc trong I6 giờ thì xong. Nếu người 
thứ nhất làm 3 giờ và người thứ hai làm 6 giờ thì chỉ hoàn thành được 
25% công việc. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi người hoàn thành công việc đó 
trong bao lâu 2 


Luyện tập 


Nhà Lan có một mảnh vườn trồng rau cải bấp. Vườn được đánh thành 
nhiều luống, mỗi luống trồng cùng một số cây cải bấp. Lan tính rằng : 
Nếu tăng thêm 8 luống rau, nhưng mỗi luống trồng ít đi 3 cây thì số cây 
toàn vườn ít đi 54 cây. Nếu giảm đi 4 luống, nhưng mỗi luống trồng tăng 
thêm 2 cây thì số rau toàn vườn sẽ tăng thêm 32 cây. Hỏi vườn nhà Lan 
trồng bao nhiêu cây rau cải bắp ? 


(Bài toán cổ Ấn Độ). Số tiền mua 9 quả thanh yên và 8 quả táo rừng thơm 
là 107 rupi. Số tiền mua 7 quả thanh yên và 7 quả táo rừng thơm là 91 rupi. 
Hỏi giá mỗi quả thanh yên và mỗi quả táo rừng thơm là bao nhiêu rupi 2 
Điểm số trung bình của một vận động viên bắn súng sau 100 lần bắn là 
8,69 điểm. Kết quả cụ thể được ghi trong bảng sau, trong đó có hai ô bị 
mờ không đọc được (đánh dấu *) : 


Điểm số của mỗi lần bắn 10 9 8 tý 6 


Số lần bán 25 42 * 15 k 


Em hãy tìm lại các số trong hai ô đó. 


Hai vật chuyển động đều trên một đường tròn đường kính 20 em, xuất 
phát càng một lúc, từ cùng một điểm. Nếu chuyển động cùng chiều thì 
cứ 20 giây chúng lại gập nhau. Nếu chuyển động ngược chiêu thì cứ 
4 giây chúng lại gặp nhau. Tính vận tốc của mỗi vật. 


Nếu hai vòi nước cùng chảy vào một bể nước cạn (không có nước) thì bể 
sẽ đầy trong 1 giờ 20 phút. Nếu mở vòi thứ nhất trong 10 phút và vòi thứ 


hai trong 12 phút thì chỉ được T5 bể nước. Hỏi nếu mở riêng từng vòi thì 


thời gian để mỗi vòi chây đây bể là bao nhiêu 2 


" 


Một người mua hai loại hàng và phải trả tổng cộng 2,17 triệu đồng, kể cả 
thuế giá trị gia tăng (VAT) với mức 10% đối với loại hàng thứ nhất và 8% 
đối với loại hàng thứ hai. Nếu thuế VAT là 9% đối với cả hai loại hàng, 
thì người đó phải trả tổng cộng 2.18 triệu đồng. Hỏi nếu không. kể thuế 
VAT thì người đó phải trả bao nhiêu tiền cho mỗi loại hàng ? 


Ôn tập chương lII 
Câu hỏi 


x+y= 


3 š 
Sau khi giải hệ | Ụ bạn Cường kết luận rằng hệ phương trình có 


xey= 
hai nghiệm : x = 2 và y = I. Theo em điều đó đúng hay sai ? Nếu sai thì 
phải phát biểu thế nào cho đúng ? 


Dựa vào minh hoạ hình học (xét vị trí tương đối của hai đường thẳng xác 
định bởi hai phương trình trong hệ), em hãy giải thích các kết luận sau : 


ax+by=e 
Hệ phương trình b (a, b,c, a, b, c' khác 0) 

ax+by=e' 

¿mở 2 b 
« Có vô số nghiệm nếu mm: =¬.= = R 
a b G 

* Vô nghiệm nếu ° =.# h 

a € 


Ly S0N và số nếp ải 
s Có một nghiệm duy nhất nếu — # — 
a 


Khi giải một hệ phương trình bậc nhất hai ẩn, ta biến đổi hệ phương trình 
đó để được một hệ phương trình mới tương đương, trong đó có một 
phương trình một ẩn. Có thể nói gì về số nghiệm của hệ đã cho nếu 
phương trình một ẩn đó : 

a) Vô nghiệm ? 

b) Có vô số nghiệm 2 
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Tóm †ốt cóc kiến thức cần nhớ 
Phương trình bậc nhất hai ẩn x và y có dạng ax + by = e, trong đó a, b 
và c là các số đã biết với a # 0 hoặc b# 0. 
Phương trình bậc nhất hai ẩn ax + by = e luôn có vô số nghiệm. 
Trong mặt phẳng toạ độ, tập nghiệm của nó được biểu diễn bởi 
đường thẳng ax + by = e. 
Giải hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn bằng phương pháp thế : 
a) Dùng quy tắc thế biến đổi hệ phương trình đã cho để được một hệ 
phương trình mới, trong đó có một phương trình một ẩn. 
b) Giải phương trình một ẩn vừa có rồi suy ra nghiệm của hệ đã cho. 
Giải hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn bằng phương pháp cộng 
đại số : 
a) Nhân hai vế của mỗi phương trình với một số thích hợp (nếu cần) 
sao cho các hệ số của cùng một ẩn nào đó trong hai phương trình của 
hệ là bằng nhau hoặc đối nhau. 
b) Áp dụng quy tắc cộng đại số để được một hệ phương trình mới, 
trong đó một phương trình có hệ số của một trong hai ẩn bằng 0 (tức 


là phương trình một ẩn). 

e) Giải phương trình một ẩn vừa có rồi suy ra nghiệm của hệ đã cho. 
Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình. 

Bưác 1. Lập hệ phương trình : 

~ Chọn hai ẩn và đặt điều kiện thích hợp cho chúng. 


— Biểu diễn các đại lượng chưa biết theo các ẩn và các đại lượng đã biết. 


- Lập hai phương trình biểu thị mối quan hệ giữa các đại lượng. 
Bước 2. Giải hệ hai phương trình nói trên. 


Bước 3. Trả lời : Kiểm tra xem trong các nghiệm của hệ phương trình, 
nghiệm nào thích hợp với bài toán và kết luận. 


40. 


4I. 


4. 


4. 


Bòi Tộp 


Giải các hệ phương trình sau và minh hoạ hình học kết quả tìm được : 


cà to Lo bo bài, . 
s42 : . ; e ầ 
sxty= 3x+y=5 3ui—Øy'=1 


Giải các hệ phương trình sau : 


: x\5 -(1+3)y = I ` xi y1. 

a : 

q= 3)x + yN5 = I 5V có Ị 

x+l y+I 

Hướng dân câu b) : Đặt ẩn phụ. 
2x-y=m : 

Giải hệ phương trình trong mỗi trường hợp sau : 
4x - mổy = 22 

a)m= 42: b)m= X2 ; c)m=Ï 


Hai người ở hai địa điểm A và B cách nhau 3,6 km, khởi hành cùng một 
lúc, đi ngược chiều nhau và gặp nhau ở một địa điểm cách A là 2 km. 
Nếu cả hai cùng giữ nguyên vận tốc như trường hợp trên, nhưng người đi 
chậm hơn xuất phát trước người kia 6 phút thì họ sẽ gặp nhau ở chính 
giữa quãng đường. Tính vận tốc của mỗi người. 


Một vật có khối lượng 124 g và thể tích 15 cmỶ là hợp kim của đồng và kẽm. 
Tính xem trong đó có bao nhiêu gam đồng và bao nhiêu gam kẽm, biết 
rằng cứ 89 ø đồng thì có thể tích là 10 cmẺ và 7 ø kẽm có thể tích là l emỄ. 
Hai đội xây dựng làm chung một công việc và dự định hoàn thành trong 
12 ngày. Nhưng khi làm chung được 8 ngày thì đội I được điều động đi 
làm việc khác. Tuy chỉ còn một mình đội II làm việc, nhưng do cải tiến 
cách làm, năng suất của đội II tăng gấp đôi, nên họ đã làm xong phần 
việc còn lại trong 3,5 ngày. Hỏi với năng suất ban đầu, nếu mỗi đội làm 
một mình thì phải làm trong bao nhiêu ngày mới xong công việc trên 2 


Năm ngoái, hai đơn vị sân xuất nông nghiệp thu hoạch được 720 tấn thóc. 
Năm nay, đơn vị thứ nhất làm vượt mức 15%, đơn vị thứ hai làm vượt 
mức l2% so với năm ngoái. Do đó cả hai đơn vị thu hoạch được 819 tấn 
thóc. Hỏi môi năm, môi đơn vị thu hoạch được bao nhiêu tấn thóc ? 
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Chương IV - HÀM SỐ y = ax? (a z 0). 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI MỘT ẨN 


Ta đã học hàm số bậc nhất và phương trình bậc nhất. Trong chương này, 
ta sẽ học hàm số y = ax? (a # 0) và phương trình bậc hai. Qua đó, ta thấy 
rằng chúng có nhiều ứng dụng trong thực tiên. 


§1. Hàm số y = dx? (d z 0) 


1. Ví dụ mở đầu 


Tại đỉnh tháp nghiêng 
Pi-da (Pisa), ở Ita-li-a, 
Ga-li-lê (G. Giallilei) đã 
thả hai quả cầu bằng chì 
có trọng lượng khác nhau 
để làm thí nghiệm nghiên 
cứu chuyển động của 
một vật rơi tự do. Ông 
khẳng định rằng, khi 
một vật rơi tự do (không 
kể đến sức cẩn của 
không khí), vận tốc của 
nó tăng dần và không 
phụ thuộc vào Liọng 
lượng của vật. Quãng 
đường chuyển động s 
của nó được biểu diễn 
gần đúng bởi công thức 


s=5t, 


trong đó t là thời gian tính bằng giây, s tính bằng mét. 


Theo công thức này, mỗi giá trị của t xác định một giá trị tương ứng duy 
nhất của s. 
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Chẳng hạn, bảng sau đây biểu thị vài cập giá trị tương ứng của t và s. 


t l 2 3 4 
5 Đ) 20 45 80 


Công thức s = 5Ử biểu thị một hàm số có đạng y = ax? (a# 0). 


Bây giờ, ta xét tính chất của các hàm số như thế. 


Tính chất của hàm số y = ax (a # 0) 


Xét hai hàm số sau : 
y= 2x” và y= cOxÃ, 


Điển vào những ô trống các giá trị tương ứng của y trong hai bảng sau : 


Đối với hàm sốy = 2x7, nhờ bảng các giá trị vừa tính được, hãy cho biết : 
— Khi x tăng nhĩng luôn luôn âm thì giá trị tương ứng của y tăng hay giảm. 
= Khi x tăng nhưng luôn luôn dương thì giá trị tương ứng của y tăng hay giảm. 
Nhận xét tương tự đối với hàm số y = ~2x. 

Tổng quát, hàm số y = ax? (a # 0) xác định với mọi giá trị của x thuộc R 
và người ta chứng minh được nó có tính chất sau đây. 

TÍNH CHẤT 

Nếu a > 0 thì hàm số nghịch biến khi x < 0 và đông biến khi x > 0. 


Nếu a< 0 thì hàm số đông biến khi x < 0 và nghịch biến khi x > 0. 
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HH Đối với hàm số y = 2X”, khi x # 0 giá trị của y dương hay âm ? Khi x = 0 


1. 


thì sao ? 

Cũng hỏi tương tự đối với hàm số y = ok”, 

Nhận xét 

Nếu a > 0 thì y >0 với mọi x # 0; y =0 khi x = 0. Giá trị nhỏ nhất của 
hàm số là y = 0. 

Nếu a < 0 thì y < 0 với mọi x # 0; y = 0 khi x = 0. Giá trị lớn nhất của 
hàm số là y = 0. 


2 


¬ ¿ | k | . cày Ẻ : 
Cho hai hàm số y = 2 xế vày =— 5 x?. Tính các giá trị tương ứng của ÿ 


rồi điển vào các ô trống tương ứng ở hai bảng sau ; kiểm nghiệm lại nhận 
Xót nói trên + 


X 28 |. <8 l|ej: | ;.|.31.|I@ ;|'-8 
=3 
y=x 
X sã| -Ø| #0 | le lã 
. 
Bồi tộp 


Diện tích § của hình tròn được tính bởi công thức § = nRŸ, trong đó R là bán 
kính của hình tròn. 

a) Dùng máy tính bỏ túi, tính các giá trị của S rồi điển vào các ô trống 
trong bảng sau (1 3,14, làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai). 


R (em) 0,57 137 215 4,09 


S= mR? (cm?) 


(Xem bài đọc thêm về máy tính bỏ túi dưới đây). 


b) Nếu bán kính tăng gấp 3 lần thì diện tích tăng hay giảm bao nhiêu lần ? 
e) Tính bán kính của hình tròn, làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ 
hai, nếu biết diện tích của nó bằng 79,5 cmỸ, 

Một vật rơi ở độ cao so với mặt đất là 100 m. Quãng đường chuyển động 
s (mét) của vật rơi phụ thuộc vào thời gian t (giây) bởi công thức : s = 4C. 
a) Sau | giây, vật này cách mặt đất bao nhiêu mét ? Tương tự, sau 2 giây ? 
b) Hỏi sau bao lâu vật này tiếp đất ? 

Lực F của gió khi thổi vuông gốc =— ” 

vào cánh buồm tỉ lệ thuận với Ề kị 
bình phương vận tốc v của gió, tức 
làE =av? (alà hằng số). Biết rằng 
khi vận tốc gió bằng 2 m/s thì lực 
tác động lên cánh buồm của một 
con thuyền bằng 120 Ñ (Ñiu-tơn). 
a) Tính hằng số a. 

b) Hỏi khi v = 10 m/s thì lực E 


bằng bao nhiêu ? Cùng câu hỏi 
này khi v = 20 m/s 2 


e) Biết rằng cánh buồm chỉ có thể chịu được một áp lực tối đa là 12 000 N, 
hỏi con thuyền có thể đi được trong gió bão với vận tốc gió 90 km/h 
hay không ? 


Gó thể em chưa biết ? 


Cách đây hơn 400 năm, Ga¬li-lê (G. Gallilei 1564 - 1642), nhà thiên văn học, nhà 
triết học người I-ta-li-a đã làm những thí nghiệm đo vận tốc vật rơi. Ngày 24-1-1590, 
ông dùng hai quả cầu bằng chì, quả này nặng gấp 10 lần quả kia và cho rơi 
cùng một lúc từ đỉnh tháp nghiêng. Kết quả nhiều lần cho thấy hai quả cầu đều 
chạm đất cùng một lúc. Ông đã chứng minh rằng vận tốc của vật rơi không phụ 
thuộc vào trọng lượng của nó (nếu không kể đến sức cẩn của không khí), quãng 
đường chuyển động của vật rơi tự do fÍ lệ thuận với bình phương của thời gian. 
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Ga-li-lê đã làm ra kính thiên văn để quan sát bầu 
trời. Ông chống lại luận thuyết của Ptô-lê-mê cho 
rằng Trái Đất là trung tâm của vũ trụ và đứng yên, 
mọi hành tinh đều quay quanh Trái Đất. Ông ủng 
hộ quan điểm của Cô-péc-ních coi Mặt Trời là trung 
tâm, Trái Đất và các hành tinh khác như sao Mộc, 
sao Thổ, sao Thuỷ, sao Hoả, sao Kim, đều quay 
quanh Mặt Trời. Quan điểm này trái với quan điểm 
của nhà thờ Thiên Chúa giáo hồi bấy giờ. Vì lẽ 
đó, ông đã bị toà án của giáo hội xử tội. Mặc dù bị 
cưỡng bức phải tuyên bố từ bổ quan điểm của 
mình, nhưng ngay sau khi toà tuyên phạt, ông vẫn 
kêu lên rằng : "Nhưng dù sao Trái Đất vẫn quay". 


G. Gallilei 


Đàidọocmem = — 


DÙNG MÁY TÍNH BỎ TÚI CASIO ƒ+ - 220 
ĐỀ TÍNH GIÁ TRỊ CỦA BIỂU THỨC 


Ví dụ I. Tính giá trị của biểu thức A = ki 3,5x+ 2 với x = 4,13. 
Cách 1. Thay x = 4,13 vào biểu thức : 
FC EIIEIIHIRIRIBIESIoIPMIRIEIRIHIEIHIRIRIBIDIDIBI 


Kết quả : A = 38,7157. 


Cách 2. Vì số 4,13 có tới bốn kí tư và đ ai nhiều lần nên để tiết 


kiệm thao tác, ta có thể dùng phím nh 


lể lưu nó lại trong máy và 


phím gọi nhớ | MR | khi cần nó. Thực hiện như sau : 


=t4|L.|LLI2l|Min|[smrT|[xl[‹ lÍ2|Í-ÍI5|L.|[5|[x |[MRI|+ |zlÌ= 


Ví dụ 2. Nếu phải tính nhiều giá trị của một đơn thức một biến có hệ số 
bằng số thì có thể lưu lại phép nhân với hệ số này để dùng trong các 
trường hợp tiếp theo. Chẳng hạn, tính các giá trị của biểu thức S = xRỶ, 
với R = 0,61 ;R = 1,53; R = 2.49. Hệ số của đơn thức là số 1. Ta làm 
như sau : 
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[sarrllx|L-|[- ][o 1LIIs][Ll[saier|[]IE] 


Kết quả S = I,168986626. 


Nhờ có hai dấu '|x [ x J' trong lần đâu mà máy đã lưu lại thừa số m và dấu x. 


Vì thế, trong hai lần tính sau, chỉ cần lần lượt nhập tiếp các thừa số còn 
ại. Cụ thể : 


1][.]I5 ][ [SHIFT |Ìx?j[= Kết quả S= 7,354154243. 


2]L] lI9 J[smrT]|x”|[= Kết quả S = 19,47818861. 


§2. Đồ thị của hằm số y = dx? (q z 0) 


Parabol - một đường cong tuyệt đẹp 


Ta đã biết, trên mặt phẳng toạ độ, đồ thị của hàm số y = f(x) là tập hợp 
các điểm M(x ; f(x)). Để xác định một điểm của đồ thị, ta lấy một giá 
trị của x làm hoành độ còn tung độ là giá trị tương ứng của y = f(x). 

Ví dụ 1. Đồ thị của hầm số y = 3x5, 


lo) §1, ta có bảng ghi một số cặp giá trị tương ứng của x và y : 
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Trên mặt phẳng toạ độ, lấy các điểm : y 
A(=3 ; 18), B(—2 ; 8), C(—I ; 2), O(0 ; 0), 
C(I ;2), B(2; 8), A(3 ; 18). 

Đồ thị của hầm số y = 2x” đi qua các IBIRII ' 
điểm đó và có dạng như hình 6. 


Hãy nhận vét một vài đặc điểm của đồ 
thị này bằng cách trả lời các câu hỏi sau NHNIINRMNN:INIRIR 
(h.6): 

~ Đồ thị nằm ở phía trên hay phía dưới 
trục hoành ? — —=—=t-t+ he 


— Vị trí của cặp điểm A, A' đối với trục 
Oy ? Tương tự đổi với các cặp điển B, B' 
xạ!C;Œ 7 


~ Điểm nào là điểm thấp nhất của đô thị ? -3-2-1C| 3 s 
Ví dụ 2. Vẽ đồ thị hầm số y = ` TÍHING 
Bảng sau cho một số giá trị tương ứng của x và y : 
x -3]-2]-1[] 0 TT 2 [4 
1s ï ï 
Anh cả vỉ cC 0 ©&e || sỉ ¬ 

M 2 X 8 2 2 2 2 8 

"Trên mặt phẳng toạ độ lấy các điểm : 


M(-4;—8), N2; -2), EB›-3. 


O(0 ; 0), P|L:-3]. N'Q ; —2), 


M(4;-8), rồi lần lượt nối chúng 
để được một đường cong như hình 7. 


Nếu lấy được càng nhiều điểm như 
thế thì càng dễ vẽ chính xác đồ thị. 


Nhận xét một vài đặc điểm của đô thị Hình 7 
3` z 2⁄2 F #1“ 2È si bà "` 2 
và rút ra những kết luận, tương tự như đã làm đối với hàm số y = 2X”. 


"Tổng quát, ta có nhận xét sau đây. 


Nhận xét 


n . s r" 2 » & V - A” W 
Đồ thị của hàm số y = ax” (a # 0) là một đường cong đi qua gốc toa độ 


và nhận trực Oy làm trục đối xứng. Đường cong đó được gọi là một 
parabol với đỉnh O. 
Nếu a > 0 thì đồ thị nầm phía trên trục hoành, O là điểm thấp nhất 


của đồ thị. 


Nếu a < 0 thì đồ thị nằm phía dưới trục hoành, O là điểm cao nhất 
của đồ thị. 


m Cho hàm số y = _ 


a) Trên đô thị của hàm số này, xác định điển D có hoành độ bằng 3. Tìm 
tung độ của điển D bằng hai cách : bằng đô thị ; bằng cách tính y với 
x=3.So sánh hai kết quả. 


b) Trên đô thị của hàm số này, xác định điển có tung độ bằng =5. Có mấy 
điểm nhự thế ? Không làm tính, hãy ước lượng giá trị hoành độ của 
mỗi điểm. 
® Chú ý 
1) Vì đồ thị y = aX? (a# 0) luôn đi qua gốc toạ độ và nhận trục Oy làm 
trục đối xứng nên khi vẽ đồ thị của hàm số này, ta chỉ cần tìm một số 
điểm ở bên phải trục Oy rồi lấy các điểm đối xứng với chúng qua Oy. 
Chẳng hạn, chỉ cần tính giá trị của y ứng với x= Ú,x= l,x=2,x=3, rồi 
nhờ đẳng thức ax? = a(—x)”, ta suy ra ngay các giá trị của y ứng với các 
gÉ hi , vi An : 1 — 
giá trịx =-l,x=-~2,x=-3. Ví dụ, đối với hàm số y = TAY ta lập bảng 
giá trị ứng với x=0;x=l;x=2:x=3, rồi điển vào những ô trống 
những giá trị được chỉ rõ bởi các mũi tên : 


X -3 -2 -I 0 I 


0> |2 
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Sơ €ó thể em chưa biết ? 


2) Đồ thị minh hoạ một cách trực quan tính chất của hàm số. Chẳng hạn : 
— Đồ thị của hàm số y = 2x” cho thấy : Khi x âm và tăng thì đồ thị đi xuống 
(từ trái sang phải), chứng tỏ hàm số nghịch biến. Khi x dương và tăng thì 
đồ thị đi lên (từ trái sang phải), chứng tỏ hàm số đồng biến. 


= Đồ thị của hàm số y = -x cho thấy ; Khi x âm và tăng thì đồ thị đi 


lên, chứng tỏ hàm số đồng biến. Khi x dương và tăng thì đồ thị đi xuống, 


chứng tỏ hàm số nghịch biến. 


Trong thực tế, ta thường gặp nhiều hiện tượng, 
vật thể có hình dạng parabol. Tia nước từ vòi 
phun lên cao rồi rơi xuống, trái bóng bay từ 
chân cầu thủ bóng đá (hoặc từ vợt của cầu 
thủ ten-nít) đến khi rơi xuống mặt đất, vạch ra 
những đường cong có hình dạng parabol. Khi 
ta ném một hòn đá, đường đi của hòn đá 
cũng có hình dạng parabol.Trường Đại học 


Bách khoa Hà Nội có một cổng nhìn ra đường mm 


Giải Phóng, nó có hình dạng parabol và người 
ta thường gọi là "Cổng parabol". 


Cổig frườig 
Đại học Bách khoa Hà Nội 


Bèi tộp 
đÊ 3 ở 3 2 2c để. cư y TỶ... ¬.- 
Cho hai hầm số : y = —x“, y =——x“. Điền vào những ô trống của các bảng 
sau rồi vẽ hai đô thị trến cùng một mặt phẳng toạ độ. 
x -2 ¬1 0 1 2 
X -2 ¬l 0 I 2 
y=-š3#? 


Nhận xét về tính đối xứng của hai đồ thị đối với trục Ox. 


5. Cho ba hàm số: 
VS CIỂU go uỂ p2 
g9 b l 

a) Vẽ đồ thị của ba hàm số này trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 
b) Tìm ba điểm A, B, € có cùng hoành độ x = —1,5 theo thứ tự nằm trên 
ba đồ thị. Xác định tung độ tương ứng của chúng. 
e) Tìm ba điểm A', B', C có cùng hoành độ x = 1,5 theo thứ tự nằm trên 
ba đồ thị. Kiểm tra tính đối xứng của A và A', B và B, C và C. 


đ) Với mỗi hàm số trên, hãy tìm giá trị của x để hàm số đó có giá trị nhỏ nhất. 


Bài đọc thêm 


VÀI CÁCH VẼ PARABOL 


) Vẽ parabol y = s Zy 


» 


Trên trang vở có kẻ dòng, chọn 
khoảng cách giữa hai dòng làm đơn vị 
độ dài, vẽ những đường tròn cùng tâm 
F sao cho bán kính của chúng lần 
ượt bằng 1, 2, 3,.... Đánh số thứ tự 
các đường tròn và các dòng như hình 8. 
Lấy bút chì đánh dấu các giao điểm 
của dòng thứ nhất với đường tròn có Hình 8 
bán kính bằng 1 ; giao điểm của dòng 
thứ hai với đường tròn có bán kính 
ằng 2 ;.... Nối các giao điểm này và 
trung điểm O của đoạn EI, ta được 
một parabol. 


2) Về parabol y = ax? (a #0), biết một 
điểm khác điểm O của nó. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, giả sử 
đã biết điểm Mộ ; yạ) khác điểm O 
thuộc parabol y = aX”, Gọi P là hình 
chiếu của M lên Ox. Lần lượt chia các 
đoạn OP, PM thành n phần bằng nhau 
(trong hình 9,n = 4). Qua các điểm 


Hình 9 
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chia đoạn OP, kẻ những đường thẳng song song với Oy. Nối O với các 
điểm chia trên PM. Đánh số thứ tự các đường thẳng và các đoạn thẳng 
như trong hình 9, Lấy giao điểm của các cặp gồm một đường thẳng và 
một đoạn thẳng cùng thứ tự. Nối các giao điểm này, ta được một phần của 
parabol. Lấy thêm hình đối xứng của phần này qua trục Oy, ta được 


parabol y= aX”, 


Luyện Tộp 


Cho hàm số y = f(x) = XÃ. 

a) Vẽ đồ thị của hàm số đó. 

b) Tính các giá trị f(—8) ; f(—1,3) ; f(—0,75) ; f(1.5). 

e) Dùng đồ thị để ước lượng các giá trị (0,5)? ; (—1,5)” ; (2,5). 


đ) Dùng đồ thị để ước lượng vị trí 
các điểm trên trục hoành biểu 


diễn các số + : Nrã 


Trên mặt phẳng toạ độ (h.10), có 
một điểm M thuộc đồ thị của hàm 


# 2 
SỐ y = aX”. 
a) Tìm hệ số a. 


b) Điểm A(4 ; 4) có thuộc đồ thị 
hông ? 


e) Hãy tìm thêm hai điểm nữa 
(không kể điểm O) để vẽ đồ thị. 


Biết rằng đường cong trong hình II 
à một parabol y = AX”, 
a) Tìm hệ số a 


b) Tìm tung độ của điểm thuộc 


arabol có hoành độ x = -3. 


e) Tìm các điểm thuộc parabol có 
tung độ y = 8. Hình II 


10. 


4 ì I 
Cho hai hàm số y = sx Và y=—x+Ó. 
a) Vẽ đồ thị của các hàm số này trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 
b) Tìm toạ độ các giao điểm của hai đồ thị đó. 


Cho hàm số y = — 0/75xỶ. Qua đồ thị của hàm số đó, hãy cho biết khi x tăng, 
từ -2 đến 4 thì giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của y là bao nhiêu ? 


€ó thể em chưa biết ? 


Các em đã nhìn thấy những anten parabol ; những pha đèn ôtô, xe máy, đèn pin,.... 
Nếu đặt bóng đèn tại một điểm thích hợp trong pha thì các tia sáng đập vào pha 
đèn rồi phẩn xạ thành những tia song song hướng ra phía trước. Do đó, ánh 
sáng tập trung chiếu về phía trước pha làm cho đèn sáng hơn. Trong chiến 
tranh thế giới lần thứ hai, người ta đã dùng đèn pha để chiếu sáng giúp lực 
lượng phòng không bắn máy bay địch bay trong đêm. 


Tương tự, những anten parabol giúp cho việc thu, phát các tín hiệu có hiệu quả hơn. 


Anrten parabol 


1: 
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§3. Phương trình bộc hai một ẩn 


Bài toán mở đầu 

"Trên một thửa đất hình chữ nhật có chiều dài là 32 m, chiều rộng là 24 m, 
người ta định làm một vườn cây cảnh có con đường đi xung quanh (xem 
hình 12). Hỏi bề rộng của mặt đường là bao nhiêu để diện tích phần đất 
còn lại bằng 560 m”. 


Để giải bài toán này, ta gọi bề rộng mặt đường là x(m), 0< 2x < 24. Phần 
đất còn lại là hình chữ nhật có : 


Chiều dài là 32 - 2x (m) ; 


32m 
Chiều rộng là 24— 2x (m) ; Ệ ĩ 


Diện tích là (32 - 2x)(24 - 2x) (m2. 
Theo đầu bài ta có phương trình l=— 
(32 - 2x)(24- 2x) = 560 
2 Hình 12 
hay x-28x+52=0 


Phương trình x°~ 28x + 52 =0 được gọi là một phương trình bậc hai 
một ẩn. 
Định nghĩa 
Phương trình bậc hai một ẩn (nói gọn là phương trình bậc hai) là phương 
trình có dạng 

ax + bx+e=0, 
trong đó x là ẩn ; a, b, c là những số cho trước gọi là các hệ số và a # 0. 
Ví dụ 
a) X” + 50x - 15000 = 0 là một phương trình bậc hai với cấc hệ số a = I, 
b=50,e =-15000. 
b)— 2x” +5x = 0là một phương trình bậc hai với các hệ số a = ~2, b= 5, c = 0. 
c) 2x”- 8=0 cũng là một phương trình bậc hai với các hệ số a = 2, b= 0, 
c=-8. 


Trong các phương trình sau, phương trình nào là phương trình bậc hai ? 
Chỉ rõ các hệ số a, b, e của môi phương trình ấy : 


a)x”-4=0; b)x`+4x?-2=0; ce)2x?”+5x= 0; 
d)4x=5=0; e)— 3x” =0, 


3. Một số ví dụ về giải phương trình bậc hai 

Ví dụ I. Giải phương trình 3x? - 6x = 0. 

Giải. Ta có 3x? - 6x = 0 @ 3x(x— 2= 0 ©x-=0hoặc x- 2=0 

©x=0hoặc x=2 

Vậy phương trình cố hai nghiệm : xị = 0,x¿ = 2. 
|?z] Giải phương trình 2x? + 5x =0 bằng cách đặt nhân tử chung để đưa nó 
về phương trình tích. 
Ví dụ 2. Giải phương trình x?°~3=0. 
Giải. Chuyển vế -3 và đổi đấu của nó, ta được : 

x?”= 3, 
tức là x= +3. 
Vậy phương trình có hai nghiệm : 
3ckJSAy =csl, 

Giải phương trình 3x?—2=0. 


Giải phương trình (x — 2) = 7 bằng cách điền vào các chỗ trống (...) 


trong các đẳng thức : 
7 
cá suy nn an 
Vậy phương trình có hai nghiệm là : XỊ = ..., X; =..... 
oxy: Â: 7 7 

|?5| Giải phương trình x“ — 4x+ 4= bà 
ĐR 6u usa các) 
Giải phương trình x^ — 4x = = 


Giải phương trình 2x” -i8xi= =1, 


41 


11. 


42 


„ ta có thể thực hiện 


Dựa vào cách giải các phương trình trong |?5Ï |?6| H 
đầy đủ phép giải phương trình trong ví dụ 3 dưới đây. 


Ví dụ 3. Giải phương trình 24 —8x+I=0. 


Ta có thể giải như sau : 


~ Chuyển l sang vế phải : 2x?— 8x =-—I, 


— Chia hai vế cho 2, ta được x°-4x= ¬5: 


— Tách 4x ở vế trái thành 2.x.2 và thêm vào hai vế cùng một số để vế trái 
thành một bình phương, 


x?-2.x2+ 


“Ta được phương trình x)-2.x2+4=4- 


Suy ra x~2= 4T My x=2 2502 


Vậy phương trình có hai nghiệm : xị = 2X 2 

Bòi tập 
Đưa các phương trình sau về dạng, ax? + bx + e = 0 và chỉ rõ các hệ số a, b, c; 
a) 5x” +2x=4—X; b) Sx2+2x— 1= 3x +Ổ j 


e)2x?+x-A43= 3x+l : 

đ) 2x? + m”= 2(m- I1)x , m là một hằng số. 

Giải các phương trình sau : 

a)x 2-8 =0; b) 5x” ~ 20 = 0; e)0,4x2+1=0; 
d)2x?+ 2x =0; e) ~0,4x? + 1,2x = O. 


Cho các phương trình : 
: 2 1 
a)X +Ñx=-2; b)x 12x =2: 


Hãy cộng vào hai vế của mỗi phương, trình cùng một số thích hợp để được 
một phương trình mà vế trái thành một bình phương. 


14. Hãy giải phương trình 


2x +5x+2=0 


theo các bước như ví dụ 3 trong bài học. 


§4. Công thức nghiệm của phương trình bộc hoi 


Trong mục này, ta sẽ xét xem khi nào phương trình bậc hai có nghiệm 
và tìm công thức nghiệm khi phương trình có nghiệm. 


Công thức nghiệm 
Biến đổi phương trình tổng quát 
ax +bx+c=0(a#0) () 
theo các bước như khi giải phương trình 2x” ~ 8x + 1 = 0 ở ví dụ 3 ($3). 
~ Chuyển hạng tử tự do sang vế phải : ax” + bx =—c. 
K: vẻ n¿ 3 : b 
— Vìa# 0, chia hai vế cho hệ số a, ta có xX”+ h& EM 
'Tách hạng tử tu thành 2.x. > và thêm vào hai vế cùng một biểu thức 
a a 


để vế trái thành bình phương của một biểu thức : 


xế4914CEƑ —. 2Ì'à 
2 A a 
lề nã 
2a 
2 2 
2 b b\ý (b e 
ta được X "2 -Íx] - 


2 độ 
hay (‹ “#] = Đ đạc, (2) 


Người ta kí hiệu 


và gọi nó là bi¿r rhức của phương trình (A là một chữ cái Hi Lạp, đọc là 
"đenta"). 


Bây giờ dùng phương trình (2), ta xét mọi trường hợp có thể xảy ra đối với A 
để suy ra khi nào thì phương trình có nghiệm và viết nghiệm nếu có. 


mm Hãy điền những biểu thức thích hợp vào các chỗ trống (...) dưới đây : 


4a) Nếu A > 0 thì từ phương trình (2) suy ra x + = =#... 
a 


Do đó, phương trình (L) có hai nghiệm : 


z5 
b) Nếu A = 0 thì từ phương trình (2) suy ra ( + 3) vá 


Do đó, phương trình (1) có nghiệm kép x =... 
|?2] Hãy giải thích vì sao khi A < 0 thì phương trình vô nghiệm. 


Tóm lại, ta có kết luận chung sau đây. 


Đấi với phương trình ax? + bx+e=0 (a# 0) và biệt thức Á = bỂ — đạc : 
® Nếu À >0 thì phương trình có hai nghiệm phân biệt : 
2a 2a 

b 


® Nếu A = 0 thì phương trình có nghiệm kép Xị = Xạ =— 2 h 
a 


* Nếu A < 0 thì phương trình vô nghiệm. 


2. Áp dụng 
Ví dụ. Giải phương trình 3x ?+5x—1 =0. 
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Giải 

+ Tính A = bˆ~ ae. 

Phương trình có các hệ số là a = 3, b = 5, e =~I. 
A=5?~4.3.(1)=25 +12=31. 


* Do A >0, áp dụng công thức nghiệm, phương trình có hai nghiệm 
phân biệt ; 


-5 + A37 -5 - V3T 
xi s Xại=—g——: 


H Áp dụng công thức nghiệm để giải các phương trình : 


15. 


16. 


4)547~x+2=0; b)4x?—4x+1=0; 
©)=3x?+x+5=0. 


Ề Chú ý. Nếu phương trình ax +bx+e=0 (a # 0) có a và c trái dấu, 
tức là ae < 0 thì A = bŸ - 4ac > 0. Khi đó, phương trình có hai nghiệm 


phân biệt. 
Bòi tộp 


Không giải phương trình, hãy xác định các hệ số a, b, e, tính biệt thức A 
và xác định số nghiệm của mỗi phương trình sau : 


a) TX”— 2x+3=0; b) 5x +2x10x+2=0; 
Ó gI2+Tx+ộ =0; đ) 1,7x?— 1,2x—2,1=0. 


Dùng công thức nghiệm của phương trình bậc hai để giải các phương 
trình sau : 


a)2x?~ 7x+3=0; b)6x +x+5=0; 
e)6x°+x—5=0; d)3x?+5x+2=0; 
e) y =8y+l6=0; 0) 1672 + 24z +9 =0. 
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Gó thể em chưa biết ? 


Vào thiên niên kỉ thứ hai tước Công 
nguyên, người Ba-bi-lon đã biết cách giải 
phương trình bậc hai. Các nhà toán học 
cổ Hi Lạp đã giải phương trình này bằng 
hình học. Nhiều bài toán dẫn tới phương 


trình bậc hai được nói đến trong một số 1775 
tài liệu toán học thời cổ. Ví dụ, trong một 
tài liệu Toán của Trung Quốc, vào khoảng Hình l3 


thế kỉ thứ hai trước Công nguyên, có một 
bài toán như sau : 

"Một thành luỹ xây trên một khoảnh đất 
hình vuông mà không biết độ dài của 
cạnh (h. 13). Ở chính giữa mỗi cạnh có một 
cổng. Ở ngoài thành phố, từ cổng phía 
bắc nhìn thẳng ra chừng 20 bộ (1 bộ 
% 1,6 m) có một cột bằng đá. Nếu đi 
thẳng từ cổng phía nam ra ngoài 14 bộ 
rồi rẽ sang phía tây đi tiếp 1775 bộ thì có 
thể nhìn thấy cột. Hỏi độ dài mỗi cạnh 
của khoảnh đất là bao nhiêu ?" 


Hình 14 


Sử dụng các tam giác đồng dạng, bài toán sẽ dẫn tới một phương trình bậc hai. 


Công thức nghiệm của phương trình bậc hai lần đầu tiên được nhà toán học Ấn Độ 
Bra-ma-gup-ta thiết lập. Sau đó, vào thế kỉ IX, nhà bác học An Khô-va-ri-zmi (AI 
- Khôwarizmi) ở thành Bát đa (Baghdad - Thủ đô nước lrắc ngày nay) cũng 
tìm được công thức này bằng phương pháp tách ra một bình phương nhờ một 
minh hoạ hình học. Chẳng hạn để giải phương trình x? + 10x = 39, ông đã biến 
vế trái thành một bình phương như minh hoạ trên hình 14. Hình vẽ này cho 

2 2 
thấy, nếu cộng 43) vào hai vế của phương trình thì vế trái bằng (+23) 
hay (x + 5)ˆ và là diện tích của hình vuông có cạnh bằng x + 5, còn vế phải 
bằng 39 + 25 = 64. Tính cạnh là x + 5, ta sẽ tìm được x. 


Bài đọc thêm 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI 
CASIO /x-220 
« Tính A = bŸ - 4ac. Nếu A < 0 thì phương trình vô nghiệm. 
*® Nếu A >0, ta tìm nghiệm. Vì Ñn được dùng hai lần nên ta đùng phím 
nhớ| Min | lưu nó lại trong máy rồi tìm các nghiệm. 
Ví dụ. Giải phương trình 3x?~ 4x— 7= 0. 
* Tính A 


4l[:/- ][smtT][x?][-][2][<]B][< J]E⁄-]E= 


(Máy cho kết quả là 100, vì 100 > 0 nên ta thực hiện tiếp việc tìm nghiệm). 


s Tìm nghiệm 


⁄ˆ |[Mn |[+][2l[= -|[z|[-]BÏÏ= 
Kết quả xị # 2,333333333. 


đốc? 4-wA 
Để tính xạ = — s „ta dùng phím LMR | để gọi A. Cụ thể : 


_ BIEIMRIEIEIBIE 


Kết quả xạ =—]. 


§5. Công thức nghiệm thu gọn 


Công thức nghiệm thu gọn 


Đối với phương trình ax? +bx+c= 0 (a # 0), trong nhiều trường hợp nếu 
đặt b = 2b' thì việc tính toán để giải phương trình sẽ đơn giân hơn. 


"Trước hết, nếu đặt 
b=2b' 
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thì 
A= QĐ)Ÿ - 4ae = 4b?— 4ae = 4(b2~ ae). 


Kí hiệu 


ta có 


Từ bảng kết luận của bài trước hãy dùng các đẳng thức b = 2b' và A = 4A' 
để suy ra những kết luận sau : 


Đối với phương trình aX +Ùbx+c=0 (a#0)vàb=2b,A'= b?— ae: 


s Nếu A' > 0 thì phương trình có hai nghiệm phân biệt 


TỶ /Ụ '_ JA" 
Xị =————; Xạ =————. 


a a 


s Nếu A`' = 0 thì phương trình có nghiệm kép XỊ = Xạ = _—. 


s Nếu A' < 0 thì phương trình vô nghiệm. 


Công thức nghiệm vừa viết trên đây được gọi là công thức nghiệm thu gọn. 


Áp dụng 
Giải phương trình 5x +4x-l=0 bằng cách điển vào những chỗ trống : 


E8 su ÿ 


Nghiệm của phương trình : 


XỊ=..; Xạ=.... 


17. 


18. 


19. 


20. 


xò 
vs 


Xúc định a, b, e rồi dùng công thức nghiệm thu gọn giải các phương trình : 


4)3x”+8x+4=0; b) Ta” - 6J2x+2= 0. 
Bồi tôp 
Xác định a, b', c rồi dùng công thức nghiệm thu gọn giải các phương trình : 
a)4x°+4x+l=0; b) 13852x?~ 14x+ =0; 
c) 5x ~6x+1=0; d)— 3x” +46 x+4=0. 


Đưa các phương trình sau về dạng ax” + 2b'x + e = Ö và giải chúng. Sau đó, 
dùng bảng số hoặc máy tính để viết gần đúng nghiệm tìm được (làm tròn kết 
quả đến chữ số thập phân thứ hai) : 


a) 3x?- 2x=x”+3; b)(2x-42)”-1=(x+l)x- 1); 
ce)3x7+3=2(x+ 1); đ)0,5x(x+ 1) =(x— LỆ. 


Đố. Đố em biết vì sao khi a > 0 và phương trình ax” + bx + c = 0 vô nghiệm 
thì ax” + bx + e > 0 với mọi giá trị của x 2 


Luyện †ộp 
Giải các phương trình : 

a) 25x”— l6=0; )2x”+3<=0; 
©)4/2x”+5,46x =0; d)4x'-2A43x=1- M3. 
Giải vài phương trình của An Khô-va-ri-zmi (Xem Toán 7, Tập 2, tr.26) : 

a) x” = 12x + 288; b) 1x2 tị x = 19, 


Không giải phương trình, hãy cho biết mỗi phương trình sau có bao nhiêu 
nghiệm : 


a) 15x” + 4x — 2005 = 0; )~=CxẺ ~ xÝTx + 1890 = 0, 
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Rađa của một máy bay trực 
thăng theo dõi chuyển động của 
một ôtô trong l0 phút, phát 
hiện rằng vận tốc v của ôtô thay 
đổi phụ thuộc vào thời gian bởi 
công thức : 


v=3Ÿˆ— 30t + 135, 


(t tính bằng phút, v tính bằng. 
km/h). 


a) Tính vận tốc của ôtô khi 
t= 5 phút. 


b) Tính giá trị của t khi vận tốc 
ôtô bằng 120 km/h (làm tròn 
kết quả đến chữ số thập phân thứ hai). 


Cho phương trình (ẩn x) x= 2(m- l)x+ mˆ =0, 
a) Tính A'. 


b) Với giá trị nào của m thì phương trình có hai nghiệm phân biệt ? Có 
nghiệm kép ? Vô nghiệm ? 


§ó. Hệ thức Vi-ét và ứng dụng 


Nghiệm và hệ số của phương trình có mối liên quan kì 


Hệ thức Vi-ét 


Trước hết chú ý rảng, nếu phương trình bậc hai ax“ + bx + e = 0 cố nghiệm 


thì dù đó là hai nghiệm phân biệt hay nghiệm kép, ta đều có thể viết các 
nghiệm đó dưới dạng : 


_ b tA, -b- VÀ. 


x Xem 
, 2a ? 2a 


Hãy tính Xị + Xạ, XIXa. 


Như vậy, ta đã thấy được một mối liên hệ giữa các nghiệm với các hệ số 
của phương trình bậc hai mà Vi-ét, nhà toán học người Pháp đã phát hiện 
vào đầu thế kỉ thứ XVI và ngày nay nó được phát biểu thành một định lí 
mang tên ông. 


ĐỊNH LÍVLÉT 


Nếu xị. Xạ là hai nghiệm của phương trình ax +bx+e=0 (a # 0) thỉ 


xiởnGG #z20 
1 2 a 


XIX¿ 


II 
mịỊo 


Áp dụng. Nhờ định lí Vi-ét, nếu đã biết một nghiệm của phương trình bậc 
hai thì có thể suy ra nghiệm kia. Ta xét riêng hai trường hợp đặc biệt sau : 
Cho phương trình 2x?—5x+3 =0. 

a) Xác định các hệ số a, b, e rồi tính a + b+ c. 

b) Chứng tổ rằng xị = 1 là một nghiệm của phương trình. 

€) Dùng định lí Vi-ét để tìm xạ. 

Tổng quát 

Nếu phương trình aXx + bx+c=0 (a0) có a+b +ec= 0h phương 


„ la SA ` ` sờ, á Đá € 
trình có một nghiệm là xị = L, còn nghiệm kia là xạ = —: 
a 


Cho phương trình 3x +7x+4=0. 
a) Chỉ rố các hệ số a, b, c của phương trình và tính a— b+ e. 
b) Chứng tổ xị =—I là một nghiệm của phương trình. 


€) Tìm nghiệm xạ. 


Tổng quát 
Nếu phương trình ax + bx+e=0 (a#0)có a—=b+e =0 fhì phương 
4y 0A, z4, ` ^ ;A, rà € 
trình có một nghiệm là xị = —l, cồn nghiệm kia là xạ = ——- 
a 


5I 


|24| Tính nhầm nghiệm của các phương trình : 


t 
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a) —5x”+3x+2=0; b) 2004x? + 2005x + 1 = 0. 


Tìm hai số biết tổng và tích của chúng 
Giả sử hai số cần tìm có tổng bằng S và tích bằng P. Gọi một số là x thì số 
kia là S— x. Theo giả thiết ta có phương trình 

x(S~ x)=P hay x”=§x+P=0. @) 
Nếu A = §”-4P > 0 thì phương trình (1) có nghiệm. Các nghiệm này 
chính là hai số cần tìm. 
Vậy : 
Nếu hai số có tổng bằng S và tích bằng P thì hai số đó là hai nghiệm của 
phương trình 

x°~§x+P=0, 

Điều kiện để có hai số đó là S”— 4P > 0. 
Áp dụng : 
Ví dụ 1. Tìm hai số, biết tổng của chúng bằng 27, tích của chúng bằng 180. 
Giải. Hai số cần tìm là hai nghiệm của phương trình x”~ 27x + 180 =0. 
Ta có : Á = 27? - 4.1.180= 729- 720=9; XA =v9=3; 


21+3 21-3 
=“T =l5 “TC ^=l2, 


Vậy hai số cần tìm là 15 và 12. 


Xị 


Tùm hai xố biết tổng của chúng bằng 1, tích của chúng bằng 5. 
Ví dụ 2. Tính nhẩm nghiệm của phương trình x?~5x+6=0 
Giải. Vì 2 + 3 = 5; 2.3 = 6 nên xị =2, x; = 3 là hai nghiệm của phương, 
trình đã cho. 

Bởi Tệp 
Đối với mỗi phương trình sau, kí hiệu x¡ và xạ là hai nghiệm (nếu có). 
Không giải phương trình, hãy điển vào những chỗ trống (...) : 
a) 2x?— 17x+l =0, 
b) 5x°— x— 35 =0, =“  ....ố sẻ. 


XỊ †Xạ=...,  XỊX¿= 


e)8x”- x+ 1=0, 


d) 25x? + 10x+1 =0, 


A=.., XI †Xạ=..,  XIXy=..; 


Á=..,  Xi†Xạ=.., XỊXạ=.... 


26. Dùng điều kiệna + b+c = 0 hoặc a— b + c =0 để tính nhẩm nghiệm của 


mỗi phương trình sau : 


a) 35x”— 37x +2 =0; 
c) x°— 49x — 50 =0; 


b) 7x” + 500x — 507 = 0; 
d) 4321x” + 21x— 4300 = 0. 


27... Dùng hệ thức Vi-ét để tính nhầm các nghiệm của phương trình. 


a)X°—-7x+12=0; 


b) xỞ+7x+12=0, 


28. Tình hai sốu và v trong 1uÔi trường, hợp sau : 


a)u+v =32, uv = 23I 


c)u+v=2,uv=09, 


H b)u+v=-8,uv=-—105; 


€ó thể em chưa biết 9 


Phrăng-xoa Vi-ét (F.Viète) sinh năm 1540 tại Pháp. Ông là một nhà toán học 
nổi tiếng. Chính ông là người đầu tiên dùng chữ để kí hiệu các ẩn và cả các hệ 
số của phương trình, đồng thời dùng chúng trong việc biến đổi và giải phương 
trình. Nhờ cách dùng chữ để kí hiệu mà Đại số đã phát triển mạnh mẽ 


#. Viète 


Ông đã phát hiện mối liên hệ giữa các nghiệm và các 
hệ số của phương trình mà ta vừa học. Ông còn nổi 
tiếng trong việc giải mật mã. Trong cuộc chiến tranh 
giữa Pháp và Tây Ban Nha hồi cuối thế kỉ XVI, vua 
Hen-ri IV đã mời ông giải những bản mật mã lấy được 
của quân Tây Ban Nha. Nhờ đó mà quân Pháp đã 
phá được nhiều âm mưu của đối phương. Vua Tây 
Ban Nha Phi-lip II đã tuyên án thiêu sống ông trên 
dàn lửa. Tuy nhiên, họ không bắt được ông. 


Ngoài việc làm toán, Vi-ét còn là một luật sư và một 
chính trị gia nổi tiếng. Ông mất năm 1603. 
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30. 


31. 


t2) 
B 


3. 
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Luyện Tập 
Không giải phương trình, hãy tính tổng và tích các nghiệm (nếu có) của 
mỗi phương trình sau : 
a)4x7+2x—5=0; b) 9x”- 12x+4=0; 
e) 5x +x+2=0; d) 159x” - 2x - 1 = 0, 


Tìm giá trị của m để phương trình có nghiệm, rồi tính tổng và tích các 
nghiệm theo m. 


a) x”- 2x+m=0; b)x”+2(m- 1)x+ mỄ= 0. 
"Tính nhầm nghiệm của các phương trình : 

a) 15x” — I,6x+ 0,1 =0; b) 43x? ~(1—A3)x—1= 0; 
©) (2-3)x? + 23x - (2+ 43)= 0; 


đ)đm— 1)xˆ- (2m +3)x +ra+4=0 với m # lu 


Tìm hai số u và v trong mỗi trường hợp sau : 
a)u+v=42,uv = 44I ; b)u+v= -42, uv =—400 ; 
c)u-v=5,uv= 24. 


Chứng tỏ rằng nếu phương trình ax? + bx + c = Ö có nghiệm là xị và xạ thì 
tam thức ax” + bx +e phân tích được thành nhân tử như sau : 


ax +bx+e= a(x— XI)(X — Xa). 
Áp dụng. Phân tích đa thức thành nhân tử. 


a) 2X47~— 5x+3; b) 3X” + 8x +2. 


§7. Phương trình quy về phương trình bậc hơi 


Phương trình trùng phương 
Phương trình ràng phương là phương trình có dạng, 


axf + bx” +e= 0 (a #0). 


Nhận xét. Phương trình trên không phải là phương trình bậc hai, song có 
thể đưa nó về phương trình bậc hai bằng cách đặt đi phụ. Chẳng hạn, nếu 
đặt x? = t thì ta được phương trình bậc hai a + bt+c= 0. 

Ví dụ T. Giải phương trình : xf~ 13x? +36 = 0. ( 
Giải 

z Đặt x? =t. Điều kiện là t> 0. Ta được một phương trình bậc hai đối với 
Ẩn t 


- l3t+ 36 =0. (2) 
- Giải phương trình (2) : A = 169 - 144 = 25, ⁄^= 5,tị= _= 4 và 
tạ= = S = 9. Cả hai giá trị 4 và 9 đều thoả mãn điều kiện t > 0. 


* Với t= tị = 4, ta có x”=4. Suy ra xị =—2, Xạ = 2. 

* Với t=tạ= 9, ta có x?=0. Suy ra X; =3, xạ = 3. 

Vậy phương trình (1) có bốn nghiệm : xị = ~2, xạ = 2, xs = -3, xạ = 3. 
Giải các phương trình trùng phương + 


a) 4xf+x?~5=0; b) 3x + 4x?+1 =0, 


Phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 
Ở lớp 8 ta đã biết 


Bước I. Tìm điều kiện xác định của phương trình ; 


khi giải phương trình chứa ẩn ở mẫu thức, ta làm như sau : 


Bước 2. Quy đồng mẫu thức hai vế rồi khử mẫu thức ; 
Bưóc 3. Giải phương trình vừa nhận được ; 
Bước 4. Trong các giá trị tìm được của ẩn, loại các giá trị không thoả mãn 
điều kiện xác định, các giá trị thoả mãn điều kiện xác định là nghiệm của 
phương trình đã cho. 

xXT-3x+6_ 1 


Giải phương trình ——- 
yIdI DÍHØH8 IrInH FT. xã 


@) 
bằng cách điền vào các chỗ trống (...) và trả lời các câu hỏi. 


- Điều kiện : x #.... 


— Khử mâu và biến đổi, ta được : x°-3x+6=..©x?-4x+3 =0, 
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35. 


36. 


3. 


— Nghiệm của phương trình x°-4x+3= 0 là: Xi fSLnyXe E dau 
Hỏi xị có thoả mãn điều kiện nói trên không ? Tương tự, đổi vói xạ ? 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là :.... 


Phương trình tích 


Ví dụ 2. Giải phương trình : (x + D(x? +2x-3)= 0. (4) 
Giải. (x + 1)x°+2x— 3) =0 ©Œ x+ =0 hoặc x”+ 2x — 3 =0, 
Giải hai phương trình này, ta được các nghiệm của phương trình : 
Xị =-l, X; =Ì, X; = -3. 
m Giải phương trình sau bằng cách đưa về phương trình tích 
xÌ+3x?+2x =0. 
Bòi tập 
Giải các phương trình trùng phương : 
a)x'—5x +4=0; b)2xÍ-3x?-2=0; ©) 3x! + 10x? + 3 =0, 
Giải các phương trình : 
(x+3Xx-—-3) x+2 6 
——————+2=x(l-x); b +3= h 
Đ 3 HƯờNG x5 2x 
ở 4 _- =.. 
x†+l: (&x+l(x+2). 
Giải các phương trình : 
a) (3x2 — 5x + 1)(x?~ 4)=0; b) (2x2 +x~ 4)7~ (2x— L)”= 0. 
Luyện lộp 
Giải phương trình trùng phương, 
a) %'~ I0x "+1 =0; b) 5xf + 2x”~ l6= 10~ x”; 
e)0.3x!+18x2+1,5=0; đÿ5X2 + =Á, 
X 
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„ Giải các phương trình : 


a)(x—3)”+(x+4)°=23— 3x; 
b) xÌ+2x?~ (x- 3)2=(x— 1)(x- 2); 


cj %= DĐỀ+0,5x2=x(x2 + 1,5Y; 0) ST ”-ic-”: 
c 
©) 14 SI&- l : Ð 2x -.* x+8 : 
x-9 3—x x+l  (x+l\(x-4) 


39. Giải phương trình bằng cách đưa về phương trình tích. 
a) (3x2 — 7x — 10)[2x2+(1~AÍ5)x+ A5 - 3] =0; 
b) xỶ+ 3x7- 2x—6=0; e)(x2- 1)J(06x +1) =0,6x +x; 
đ)(x°+2x— 5)°=(x?— x+ 5)”. 


40. Giải phương trình bằng cách đặt ẩn phụ. 


a) 3(x” + x)“— 2(@xf+x)— =0; b)(Xˆ~4x+2)“+x”—4x—4=0; 
dì sesV/= SN đi cPP se: 
x+I x 


Hướng dân. a) Đặt t = x”+ x, ta có phương trình 3t?-2t—- 1= 0, Giải 
phương trình này, ta tìm được hai giá trị của t. Thay mỗi giá trị của t vừa 
tìm được vào đẳng thức t = xX?+ x, ta được một phương trình của ẩn x. 
Giải mỗi phương trình này sẽ tìm được giá trị của x. 


=t, 


1 
đ) Đặt 205 ST t hoặc E 
X x+I 


§8. Giải bài toán bằng cách lập phương trình 


Ví dụ. Một xưởng may phải may xong 3000 áo trong một thời gian quy 
định. Để hoàn thành sớm kế hoạch, mỗi ngày xưởng đã may được nhiều 
hơn 6 áo so với số áo phải may trong một ngày theo kế hoạch. Vì thế 
5 ngày trước khi hết thời hạn, xưởng đã may được 2650 áo. Hỏi theo kế 
hoạch, mỗi ngày xưởng phải may xong bao nhiêu áo ? 


Giải. Gọi số áo phải may trong I ngày theo kế hoạch là x (x eN, x >0). 


000 
(ngày). 
X 


Thời gian quy định may xong 3000 áo là 


Số áo thực tế may được trong l ngày là x + 6 (áo). 
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2650  ùU) 
n6. Chì” 


Thời gian may xong 2650 áo là 


Vì xưởng may xong 2650 áo trước khi hết hạn 5 ngày nên ta có phương trình 
3000 CC 2650 


x x+6. 
Giải phương trình trên : 
3000(x + 6)— 5x(x + 6) = 2650x hay x?~ 64x — 3600 = 0, 
A' = 32” + 3600 = 4624, ⁄lA' = 68, 
Xị=32+68= 100, xạ=32- 68=-36, 
xạ =—36 không thoả mãn điều kiện của ẩn. 


Trả lời. Theo kế hoạch, mỗi ngày xưởng phải may xong 100 áo. 


Một mảnh đất hình chữ nhật có chiều rộng bé hơn chiêu dài 4 m và diện 


tích bằng 320 mễ. Tính chiêu dài và chiêu rộng của mảnh đất. 


Bòi tập 
Trong lúc học nhóm, bạn Hùng yêu cầu bạn Minh và bạn Lan mỗi người 


chọn một số sao cho hai số này hơn kém nhau là 5 và tích của chúng phải 
ảng 150. Vậy hai bạn Minh và Lan phải chọn những số nào 2 


Bác Thời vay 2000000 đồng của ngân hàng để làm kinh tế gia đình trong 
thời hạn một năm. Lễ ra cuối năm bác phải trả cả vốn lẫn lãi. Song bác đã 
được ngân hàng cho kéo dài thời hạn thêm một năm nữa, số lãi của năm đầu 
được gộp vào với vốn để tính lãi năm sau và lãi suất vẫn như cũ. Hết hai năm 
ác phải trả tất cả là 2420000 đồng. Hỏi lãi suất cho vay là bao nhiêu phần 
trăm trong một năm ? 


Một xuồng du lịch đi từ thành phố Cà Mau đến Đất Mũi theo một đường 
sông dài 120 km. Trên đường đi, xuồng có nghỉ lại l giờ ở thị trấn Năm Căn. 
Khi về, xuồng đi theo đường khác dài hơn đường lúc đi 5 km và với vận tốc 
nhỏ hơn vận tốc lúc đi là 5 km/h. Tính vận tốc của xuồng lúc đi, biết rằng. 
thời gian về bằng thời gian đi. 


Đố. Đố em tìm được một số mà một nửa của nó trừ đi một nửa đơn vị rồi 
nhân với một nửa của nó bằng một nửa đơn vị. 


45. 


46. 


41. 


45. 


49. 


Luyện Tập 


Tích của hai số tự nhiên liên tiếp lớn hơn tổng của chúng là 109. Tìm hai 
số đó. 

Một mảnh đất hình chữ nhật có diện tích 240 mỸ. Nếu tăng chiều rộng 
3 mvà giảm chiều dài 4 m thì diện tích mảnh đất không đổi. Tính kích thước 
của mảnh đất. 


Bác Hiệp và cô Liên đi xe đạp từ làng lên tỉnh trên quãng đường dài 30 km, 
khởi hành cùng một lúc. Vận tốc xe của bác Hiệp lớn hơn vận tốc xe của cô 
Liên là 3 km/h nên bác Hiệp đã đến tỉnh trước cô Liên nửa giờ. Tính vận tốc 
xe của mỗi người. 


"Từ một miếng tôn hình chữ nhật người ta cắt ở bến góc bốn hình vuông có 
cạnh bằng 5 dm để làm thành một cái thùng hình hộp chữ nhật không nắp có 
dung tích 1500 dmỶ (h. 13). Hãy tính kích thước của miếng tôn lúc đầu, biết 
rằng chiều dài của nó gấp đôi chiều rộng. 


5Sdm 5Sdm 
5dm 


li 


5dm 


Hình 1Š 


Hai đội thợ quét sơn một ngôi nhà. Nếu họ cùng làm thì trong 4 ngày xong, 
việc. Nếu họ làm riêng thì đội I hoàn thành công việc nhanh hơn đội II là 
6 ngày. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi đội phải làm trong bao nhiêu ngày để 
xong việc ? 

Miếng kim loại thứ nhất nặng 880 g, miếng kim loại thứ hai nặng 858 g. 
Thể tích của miếng thứ nhất nhỏ hơn thể tích của miếng thứ hai là 10 cnỶ, 
nhưng khối lượng riêng của miếng thứ nhất lớn hơn khối lượng riêng của 
miếng thứ hai là I g/cmẺ. Tìm khối lượng riêng của mỗi miếng kim loại. 
Người ta đổ thêm 200 g nước vào một dung dịch chứa 40 g muối thì nồng độ 


của dung dịch giảm đi 10%, Hỏi trước khi đổ thêm nước thì dung dịch chứa 
bao nhiêu nước ? 
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Khoảng cách giữa hai bến sông A và B là 30 km. Một canô đi từ bến A đến 
bến B, nghỉ 40 phút ở bến B rồi quay lại bến A. Kể từ lúc khởi hành đến khi 
về tới bến A hết tất cả 6 giờ. Hãy tìm vận tốc của canô trong nước yên lặng, 
biết rằng vận tốc của nước chảy là 3 km/h. 


Tỉ số vàng. Đố em chia được đoạn AB cho trước thành hai đoạn sao cho tỈ số 
giữa đoạn lớn với đoạn AB bằng tỉ số giữa đoạn nhỏ với đoạn lớn (h. 16). 
Hãy tìm tỉ số ấy. 
Đó chính là bài toán mà Ơ-clít đưa ra từ thế kỉ III trước Công nguyên. 
TỈ số nói trong bài toán được gọi là rỉ số vàng, còn phếp chia nói trên 
được gọi là phép chia vàng hay phép chia hoàng kim. 

A M B 

« + ° 

Hình l6 

Hướng dẫn. Giả sử M là điểm chia và AM > MB. Gọi tỉ số cần tìm là x. 


Ôn tập chương IV 
Câu hỏi 


Hãy vẽ đồ thị của các hàm số y = 2x2, y= ~2x”. Dựa vào đồ thị để trả lời 
các câu hỗi sau : 

a) Nếu a >0 thì hàm số y = ax? đồng biến khi nào ? Nghịch biến khi nào ? 
Với giá trị nào của x thì hàm số đạt giá trị nhỏ nhất 2 Có giá trị nào của x 
để hàm số đạt giá trị lớn nhất không ? 

Nếu a < 0 thì hàm số đồng biến khi nào ? Nghịch biến khi nào ? Với giá 
trị nào của x thì hàm số đạt giá trị lớn nhất ? Có giá trị nào của x để hàm 
số đạt giá trị nhỏ nhất không 2 

b) Đồ thị của hàm số y = ax? có những đặc điểm gì (trường hợp a > 0, 
trường hợp a < 0) 2 

Đối với phương trình bậc hai ax” + bx + e = 0 (a # 0), hãy viết công thức 
tính A, A'. 

Khi nào thì phương trình vô nghiệm 2 

Khi nào phương trình có hai nghiệm phân biệt 2 Viết công thức nghiệm. 

Khi nào phương trình có nghiệm kép ? Viết công thức nghiệm. 


Vì sao khi a và c trái dấu thì phương trình có hai nghiệm phân biệt ? 


4. 


Viết hệ thức Vi-ét đối với các nghiệm của phương trình bậc hai 
aX? + bx +c= 0(az0). 


Nêu điều kiện để phương trình aX” + bx +c= 0 (a # 0) có một nghiệm 
bằng 1. Khi đó, viết công thức nghiệm thứ hai. Áp dụng : nhẩm nghiệm 


của phương trình 


1954x? + 2lx— 1975 =0. 


Nêu điều kiện để phương trình aX?+Dbx+c=0 (a # 0) có một nghiệm bằng 
—1. Khi đó, viết công thức nghiệm thứ hai. Ấp dụng : nhầm nghiệm của 


phương trình 


2005x” + 104x— 1901 =0. 


4. Nêu cách tìm hai số, biết tổng S và tích P của chúng. 


Tìm hai số u và v trong mỗi trường hợp sau : 


u+v=3 
a) i 
[sbMt 


: 


u+v=-5 
uy = l0 


Nêu cách giải phương trình tràng phương ax”+bx?+e= 0 (az 0). 


Tóm †ắt các kiến thúc cần nhớ 


a>0 


® - Hàm số nghịch biến khi x < 0, 
đồng biến khi x > 0. 

*s y= 0 là giá trị nhỏ nhất của 
hàm số, đạt được khi x = 0. 


Hàm số y = ax? (at) 


a<0 
y 


s Hàm số đồng biến khi x < 0, 
nghịch biến khi x > 0. 

s y =0 là giá trị lớn nhất của 
hàm số, đạt được khi x = 0. 


6l 
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Phương trình bậc hai ax” +bx+e=0 (a#0) 


A =bẺ— đạc A'=b~ae (b=2B) 
* A>0: phương trình có *® A'>0: phương trình có 
hai nghiệm phân biệt hai nghiệm phân biệt 


"`. =b=#Ä. "=0 ằ=n=^ 
DI bu nu ĐC DU —— . an 


kề 2a * 2a % 
*® A =0: phương trình có ® A' =0: phương trình có 
nghiệm kép nghiệm kép 
B x x b 
X.=“eX2ˆ ——: —xa-=—=— 
I 2 2a 1 2 a 
* A <0: phương trình vô nghiệm. * A'<0: phương trình vô nghiệm. 


Hệ thức Vi-ét và ứng dụng 
* Nếu xị, x¿ là hai nghiệm của phương trình ax +bx+c=0 (a0) thì 


Ễ In 


lá» = 


* Muốn tìm hai số u và v, biết u + v = §, uy = P, ta giải phương trình 


x°—§x+P=0. 


mịỊịo 


(Điều kiện để có u và v là S?~4P>0). 
* Nếu a+ b+ c=0 thì phương trình ax + bx+c=0 (a #0) có hai nghiệm 


Xị= XS 
DĐ D. ông 
* Nếu a- b+c =0 thì phương trình ax?+Dbx+c =0(a#0) có hai nghiệm 
e 


Xi =—l,Xạ =—.: 


Bởi tập 
54. Vẽ đồ thị của hai hàm số y = Tế VÀ y= + x? trên cùng một hệ trục 
toạ độ. 
a) Qua điểm B (0 ; 4) kẻ đường thẳng song song với trục Ox. Nó cắt đồ thị 


của hàm số y = „ tại hai điểm M và M'. Tìm hoành độ của M và M'. 


b) Tìm trên đồ thị của hàm số y = -# điểm N có cùng hoành độ với 


M, điểm N' có cùng hoành độ với M'. Đường thẳng NN' có song song với 
Ox không ? Vì sao 2 Tìm tung độ của N và N' băng hai cách : 
~ Ước lượng trên hình vẽ ; 
— Tính toán theo công thức. 
55. Cho phương trình x°-x-2= 0. 
a) Giải phương trình. 
b) Vẽ hai đồ thị y = x° và y =x+ 2trên cùng một hệ trục toạ độ. 
e) Chứng tỏ rằng hai nghiệm tìm được trong câu a) là hoành độ giao điểm 


của hai đồ thị. 


Š6. Giải các phương trình : 


a)3x ~12x/7+0=0; — b)2x +3x -2=0;  c)x +5x +1=0, 
§7. Giải các phương trình : 
2 
2 r : x24 X15, 
a)5x“- 3x+l=2x+ II; b) 5 3": 
dỸ X _ 10— 2x dy E2 Qui, 16622 
Xe? xXz-0x. 3x+l 02-1” 
e) A@3x2+x+1=@3(x+l); Ð x?+2N2x+ 4= 3(x+ A2). 
Š8. Giải các phương trình : 
a) 12xÌ—- x”- 0,/2x=0; b) 5x) - x”- 5x+1 =0, 


59. Giải phương trình bằng cách đặt ẩn phụ : 


tÌ 
a) 2(x7— 2x)” +3(x”~ 2x)+1 =0; Đ(x+) -A(x+z]+3=0. 
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60. Với mỗi phương trình sau, đã biết một nghiệm (ghi kèm theo), hãy tìm 


a) 12x? 


nghiệm kia : 


-8x+1=0, . b) 2x2 — 7x— 39 = 0, xị =~3 ; 


c) x°+x=3+#2 = Ú, xị =—N2 ; đ) x”-2mx+m-—1= 0, xị=2. 


61. Tìm hai số u và v trong mỗi trường hợp sau : 


a)u+v=12,uv=28vàu>v; b)u+v=3,uv=6. 


62. Cho phương trình Tx” + 2(m- l)x— m” =0. 


63. 


64. 


65. 


66. 


a) Với giá trị nào của m thì phương trình có nghiệm ? 


b) Trong trường hợp phương trình có nghiệm, dùng hệ thức Vi-ét, hãy 
tính tổng các bình phương hai nghiệm của phương trình theo m. 


Sau hai năm, số dân của một thành phố tăng, từ 2000 000 người lên 2020 050 


người. 


Hỏi trung bình mỗi năm dân số của thành phố đó tăng bao nhiêu 


phần trăm ? 


Bài toán yêu cầu tìm tích của một số dương với một số lớn hơn nó 2 đơn vị, 


nhưng, 
hơn nó 
cho thì 


ạn Quân nhầm đầu bài lại tính tích của một số dương với một số bé 
2 đơn vị. Kết quả của bạn Quân là 120. Hỏi nếu làm đúng đầu bài đã 
kết quả phải là bao nhiêu ? 


Một xe lửa đi từ Hà Nội vào Bình Sơn (Quảng Ngãi). Sau đó I giờ, một 


xe lửa 


hác đi từ Bình Sơn ra Hà Nội với vận tốc lớn hơn vận tốc của xe lửa 


thứ nhất là 5 km/h. Hai xe gặp nhau tại một ga ở chính giữa quãng đường. 
Tìm vận tốc của môi xe, giả thiết rằng quãng đường Hà Nội - Bình Sơn 
đài 900 km. 


Cho tam giác ABC có BC = l6 em, đường 
cao AH = 12 em. Một hình chữ nhật 
MNPQ có đỉnh M thuộc cạnh AB, đỉnh Ñ 
thuộc cạnh AC cồn hai đỉnh P và Q thuộc 
cạnh BC (h. 17). Xác định vị trí của điểm M 


trên cạnh AB sao cho diện tích của hình chữ B QH P e 
nhật đó bằng 36 cm. Hình 17 


KH HìNH nọc 
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Chương llI- GÓC VỚI ĐƯỜNG TRÒN 


Đèn ông sao 


§1. Góc ở tâm. Số đo cung 


Góc AOB có quan hệ gì 


với cung AB 2 


1. Góc ởtâm 
ĐỊNH NGHĨA 
Góc có đỉnh trùng với tâm đường tròn được gọi là góc ở tâm. 
* Hai cạnh của góc ở tâm cắt đường tròn tại hai điểm, do đó chia đường, 
tròn thành hai cung. Với các góc œ (0” < œ < 180”) thì cung nằm bên 
trong góc được gọi là "eung nhỏ" và cung nằm bên ngoài góc được gọi là 
"cung lớn”. 
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Cung AB được kí hiệu là AB . Để phân biệt hai cung có chung các mút là 
—— 
A và Bnhư ở hình la), ta kí hiệu : AmB, AnB. 


ÁmB là cung nhỏ và ÁnB là cung lớn. 


Với œ = 180” thì mỗi cung là một nửa đường tròn (h. lb). 


A m 
B 
D 
* 
e 
a) 0? <ơ < 1802 b) ơ= 1802 
Hình I 


X —> 
* Cung nằm bên trong góc gọi là cưng bị chắn. Ở hình la), AmB là cung 
bị chắn bởi góc AOB, ta cồn nói góc AOB chắn cung nhỏ AmB. Ở 
hình Ib), ta cũng nói góc bẹt COD chán nửa đường tròn. 


Số đo cung 
ĐỊNH NGHĨA 
* Số đo của cung nhỏ bằng số đo của góc ở tâm chắn cung đó. 
* Số đo của cung lớn bằng hiệu giữa 360” và số đo của cung nhỏ (c6 
chung hai mút với cung lớn). 
* Số đo của nửa đường tròn bằng 1800. 
Số đo của cung AB được kí hiệu là sđAB . 
Ví dụ. Ở hình 2, cung nhỏ AmB có số đo là 100”, cung lớn AnB có 
số đo là 

sđ AnB =360°~ 100° = 260%, 
> Chú ý 
~ Cung nhỏ cố số đo nhỏ hơn 180” ; 
— Cung lớn có số đo lớn hơn 1801; 


— Khi hai mút của cung trùng nhau, ta có "cung không” 
với số đo 0 và cung cả đường tròn có số đo 360”. Hình 2 
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3. _ So sánh hai cung 


Ta chỉ so sánh hai cung trong một đường tròn hay trong hai đường tròn 
bằng nhau. Khi đó : 


* Hai cung được gọi là bằng nhau nếu chúng có số đo bằng nhan ; 

* Trong hai cưng, cung nào có số đo lón hơn được gọi là cung lón hơn. 
¬> 

Hai cung AB và CD bằng nhau được kí hiệu là AB = CD. 

Cung EF nhỏ hơn cung GH được kí hiệu là EE < GH. Trong trường hợp 

này ta cũng nói cung GH lớn hơn cung EE và kí hiệu là GH > EF. 


|| Hãy vẽ một đường tròn rồi về hai cung bằng nhau. 


4. Khi nào thi eđAB =eđA€ +sđŒB ? 
Cho C là một điểm nằm trên cung AB, khi đó ta nói : điểm C c#¿ cung 


AB thành hai cung AC và CB, 
A 


Hình 3. Điểm C nằm trên cung nhỏ AB Hình 4. Điểm C nằm trên cung lớn AB 


ĐỊNH LÍ 


Nếu C là một điểm nằm trên cung AB thì : 
sđAB = sđAO + sđCB ở 


|?2] Hãy chứng mình đẳng thức s&AB = sđAC + sử CB trong trường hợp 
điểm C nằm trên cung nhỏ AB (h. 3). 


Gợi ý : Chuyển số đo cung sang số đo của góc ở tâm chắn cung đó. 


Bòi tập 
1. Kim giờ và kim phút của đồng hồ tạo thành một góc ở tâm có số đo là 
bao nhiêu độ vào những thời điểm sau : 


a)3giờ; b)5giờ; c)6giờ; d)l2giờ; e)20 giờ? 
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Cho hai đường thắng xy và st cất nhau tại O, trong các gốc tạo thành có 
góc 40°. Vẽ một đường tròn tâm O. Tính số đo của các góc ở tâm xác định 
bởi hai trong bốn tia gốc O. 

Trên các hình 5, 6, hãy dùng dụng cụ đo góc để tìm số đo cung AmB. 

Từ đó, tính số đo cung AnB tương ứng. 


m m B 
Ä A 
B 
Hình 5 tHmh 6 


Luyện lộp 
Xem hình 7. Tính số đo của gốc ở tâm AOB 
và số đo cung lớn AB. 
Hai tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A và B 
cất nhau tại M. Biết AMB = 35°. 


a) Tính số đo của góc ở tâm tạo bởi hai 
bán kính OA, OB. 

b) Tính số đo mỗi cung AB (cung lớn và 
cung nhỏ). 


Hình 7 


Cho tam giác đều ABC. Gọi O là tâm của 
đường tròn đi qua ba đỉnh A. B, €. 


a) Tính số đo các góc ở tâm tạo bởi hai 
trong ba bán kính OA, OB, OC. 


b) Tính số đo các cung tạo bởi hai trong ba 
điểm A,B,C. 


Cho hai đường tròn cùng tâm O© với bán kính 
khác nhau. Hai đường thắng đi qua O cắt hai Hình 8 
đường tròn đó tại các điểm A, B, C, D,M, 

NÑ,P, Q(h.8). 
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a) Em có nhận xét gì về số đo của các cung nhỏ AM, CP, BN, DQ ? 


b) Hãy nêu tên các cung nhỏ bằng nhau. 

e) Hãy nêu tên hai cung lớn bằng nhau. 

Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? Vì sao 2 
a) Hai cung bằng nhau thì có số đo bằng nhau. 


b) Hai cung cố số đo bằng nhau thì bằng nhau. 


e) Trong hai cung, cung nào có số đo lớn hơn là cung lớn hơn. 


đ) Trong hai cung trên một đường tròn, cung nào có số đo nhỏ hơn thì 
nhỏ hơn. 


Trên đường tròn tâm O lấy ba điểm A, B, sao cho AOB = 1007, 


sđ AC = 459. Tính số đo của cung nhỏ BC và cung lớn BC. (Xét cả hai 
trường hợp : điểm C nằm trên cung nhỏ AB, điểm C nằm trên cung lớn AB). 


§2. Liên hệ giữa cung và dây 


Chuyển việc so sánh hai cung sang việc 


so sánh hai dây và ngược lại 


Người ta dùng cụm từ "cung căng dây" hoặc 
"đây căng cúng" để chỉ mối liên hệ giữa cung 


và dây có chung hai mút. A 


Trong một đường tròn, mỗi dây căng hai NA 
m 


B 
cung phân biệt. Với hai định lí dưới đây, ta 


chỉ xét những cung nhỏ. Hình 9. Dây AB căng hai 
cứng AmB và AnB 


10. 


Định lí 1 


Với hai cung nhỏ trong một đường tròn hay trong hai đường tròn 
bằng nhan : 
4) Hai cung bằng nhau căng hai đây bằng nhau. 


b) Hai dây bằng nhau căng hai cung bằng nhau. 


Cụ thể, với hình 10, ta có giả thiết và kết luận của định lí I như sau : 
a) AB = CÔ = AB=CD; 
b) AB = CD => AB = CD. 


D 
Hãy chứng mình định lí trên. 
Hướng dân. Chứng mình hai tam giác OAB và 
HUẾ- 


OŒT băng nhau (h. 10). Ềy 


Đinh lí 2 Tình 10 


Với hai cũng nhỏ trong một đường tròn hay trong hai đường tròn 
bằng nhau - 

4) Cung lớn hơn căng dây lớn hơn. 

b) Dây lớn hơn căng cung lớn hơn. 


=—ne 


Xem hình 11. 


Hãy viết giả thiết và kết luận của định lí. 


(Không yêu cầu học sinh chứng mình định lí này). À lui ` B 


Bồi Tập Hình II 
L 
a) Vẽ đường tròn tâm O, bán kính R = 2 em. NNN 
Nêu cách vẽ cung AB có số đo bằng 60%. Hỏi B 
đây AB dài bao nhiêu xentimét 2 
b) Làm thế nào để chia được đường tròn 
thành sáu cung bằng nhau như trên hình 12. 
Hình 12 


13. 


14. 
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Cho hai đường tròn bằng nhau (O) và (O') cắt nhau tại hai điểm A và B. Kẻ 
các đường kính AOC, AO'D. Gọi E là giao điểm thứ hai của AC với đường 
tròn (©). 

a) So sánh các eung nhỏ BC, BD. 

b) Chứng minh rằng B là điểm chính giữa của cung EBD (tức là điểm B 
chia cung EBD thành hai cung bằng nhau : 8B = 80). 


Cho tam giác ABC. Trên tia đối của tia AB lấy một điểm D sao cho AD = AC. 
Vẽ đường tròn tâm O ngoại tiếp tam giác DBC. Từ O lần lượt hạ các đường 
vuông góc OH, OK với BC và BD (H c BC, K e BD). 

a) Chứng minh rằng OH > OK. 

b) So sánh hai cung nhỏ BD và BC. 


Chứng minh rằng trong một đường tròn, hai cung bị chắn giữa hai đây 
song song thì bằng nhau. 


a) Chứng minh rằng đường kính đi qua điểm chính giữa của một cung thì đi 
qua trung điểm của dây căng cung ấy. Mệnh đề đảo có đúng không ? Hãy 
nêu thêm điều kiện để mệnh đề đảo đúng. 


b) Chứng minh rằng đường kính đi qua điểm chính giữa của một cung thì 
vuông gốc với đây căng cung ấy và ngược lại. 


§3. Góc nội tiếp 


Số đo của góc BAC có quan hệ gì 


với số đo của cung BC ? 


Định nghĩa 
Góc nội tiếp là góc có đỉnh nằm trên đường tròn và hai cạnh chứa hai 
dây cung của đường tròn đó. 


Cung nằm bên trong góc được gọi là cung bị chắn. 


Ở hình 13a) cung bị chắn là cung nhỏ BC ; ở hình 13b) cung bị chắn là 


cung lớn BC. 
A 
B 


e€ 


3) 


Hình 13. BAC là góc nội tiếp. 


mm Vì sao các góc đhình 14 và hình 15 không phải là góc nội tiếp ? 


› ( 


Hình 14 


Hình L5 


|?2] Bằng dụng cụ, hãy so sánh số đo của góc nội tiếp BAC với số đo của 
cung bị chắn ĐC trong mỗi hình 16, 17, I8 dưới đây. 


2. 


8 tròn, số đo của góc nội tiếp bằng m 
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Chứng mỉnh. Ta phân biệt ba trường hợp : 
— Tâm đường tròn nằm trên một cạnh của góc. 
— Tâm đường tròn nằm bên trong góc. 


~ Tâm đường tròn nằm bên ngoài gốc. 


a) Tâm O nằm trên một cạnh của góc BAC (h. 16). 
Áp dụng định lí về góc ngoài của tam giác vào tam 
giác cân OAC, ta có 


ĐAC = 2 BỌC, 


nhưng góc ở tâm BOC chắn cung nhỏ BC. Vậy 


l1, Hình 1ó 
BAC = 5 sa 


b) Tâm O nằm bên trong góc BAC (h. 17). 
Ta vẽ đường kính AD và đưa về trường hợp a). 


Vì O nằm bên trong góc BAC nên tia AO nằm giữa 
hai tia AB và AC, điểm D nằm trên cung BC, ta có 
các hệ thức 


BAD + DAC = BAC, 


sdBD + sđOC = sd8C. 


` Re # ấy tbÀ “4 Hình 17 
Theo trường hợp a) và căn cứ vào hai hệ thức trên, ko 
ta được 
A 
Mỹ ù 
B 
€©) Tâm O nằm bên ngoài góc BAC (h. 18). e 
Học sinh tự chứng minh, xem như bài tập. Hình 18 
Hệ quả 


Trong một đường tròn : 
a) Các góc nội tiếp bằng nhau chắn các cung bằng nhau. 


b) Các góc nội tiếp cùng chắn một cung hoặc chắn các cung bằng nhau 
thì bằng nhau. 

e) Góc nội tiếp (nhỏ hơn hoặc bằng 90°) có số đo bằng nửa số đo của góc 
ở tâm cùng chắn một cung. 


đ) Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn là góc vuông. 


lz3| Hãy về hình mình hoa các tính chất trên. 


Bòi tập 


15. Các khẳng định sau đây đúng hay sai 2 


A 
a) Trong một đường tròn, các góc nội tiếp B 
cùng chấn một cung thì bằng nhau. lnÀ 
b) Trong một đường tròn, các góc nội tiếp 
bằng nhau thì cùng chắn một cung. 


l6. Xem hình l9 (hai đường tròn có tâm là 
B,C và điểm B nằm trên đường tròn 
tâm C). < 


a) Biết MAN = 30°, tính PCQ. e 
b) Nếu PCQ = 136° thì MAN có số đo 
là bao nhiêu 2 


17. Muốn xác định tâm của một đường tròn Hình 19 


mà chỉ dùng êke thì phải làm như thế nào ? B € 


18. Một huấn luyện viên cho cầu thủ tập sút 
bóng vào cầu môn PQ. Bóng được đặt ở ˆ 
các vị trí A, B, C trên một cung tròn như 
hình 20. 


Hãy so sánh các góc PAQ, PBQ, PCQ : Hình 20 


Luyện Tập 
19. Cho đường tròn tâm O, đường kính AB và § là một điểm nằm bên ngoài 


đường tròn. SA và SB lần lượt cắt đường tròn tại M, Ñ. Gọi H là giao điểm 
của BM và AN. Chứng minh rằng SH vuông góc với AB 
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Cho hai đường tròn (O) và (O') cắt nhau tại A và B. Vẽ các đường kính 
AC và AD của hai đường tròn. Chứng minh rằng ba điểm C, B, D 
thẳng hàng. 


Cho hai đường tròn bằng nhau (O) và (O') cắt nhau tại A và B. Vẽ đường. 


thắng 


ua A cắt (O) tại M và cắt (O') tại N (A năm giữa M và N). Hỏi 


MBN là tam giác gì ? Tại sao ? 


Trên đường tròn (O) đường kính AB, lấy điểm M (khác A và PB). Vẽ tiếp 
tuyến của (O) tại A. Đường thắng BM cắt tiếp tuyến đó tại C. Chứng minh 


rằng ta 


luôn có : 


MA?=MB .MC. 


Cho đường tròn (O) và một điểm M cố định không nằm trên đường tròn. 


QuaM 


kẻ hai đường thẳng. Dường thẳng thứ nhất cắt (O) tại A và B. Dường 


thẳng thứ hai cắt (O) tại C và D. Chứng minh MA.MB = MC.MD. 


Nướng 


dân. Xét cả hai trường hợp điểm M nằm bên trong và bên ngoài 


đường tròn. Trong mỗi trường hợp, xét hai tam giác đồng dạng 


Một chiếc cầu được thiết kế như ` 


hình 21 


cao MK = 3 m. Hãy tính bán kính 
của đường tròn chứa cung AMB. 


Dựng một tam giác vuông, biết 
cạnh huyền dài 4 cm và một cạn| 
góc vuông dài 2,5 em. 


Cho AB, BC, CA là ba dây của 


đường 


có độ dài AB = 40 m, chiều 


KỀN 


SN 


Hình 21 


tròn (O). Từ điểm chính 


giữa M của cung AB vẽ dây MN song song với dây BC. Gọi giao điểm của 
MN và AC là S. Chứng minh SM = SC và SN = SA. 


§4. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung 


Số đo của góc BAx có quan hệ gì với 


số đo của cung AmB ? 


1. Khái niệm góc tạo bởi tỉa tiếp tuyến : 


và dây cung 8N. B 

* Ở hình 22, xy là tiếp tuyến của đường tròn P4 

(O) tại A, tiếp điểm A là gốc chung của hai y, 

tỉa đối nhau. Mỗi tỉa đó là một tỉa tiếp 

tuyến. Góc BAx có đỉnh A nằm trên đường 

tròn, cạnh Ax là một tia tiếp tuyến còn cạnh 

kia chứa dây cung AB. Hình 22. BAx (hoặc BAy ) là 
góc tạo bi tỉa tỉớp tuyến 


Ta gọi một góc như vậy là góc fạo bởi tia 
và (lãy cung 


tiếp tuyến và dây cung. 


s Dây AB căng hai cung. Cung nằm bên trong góc là cung bị chắn. Ở hình 22, 
góc BAx có cung bị chắn là cung nhỏ AB, góc BAy có cung bị chấn là 
cung lớn AB. 


l?| Hãy giải thích vì sao các góc ở các hình 23, 24, 25, 26 không phải là góc 
tạo bởi tỉa tiếp tryến và dây cung. 


À 
ò 
Hình 23 Hình 24 Hình 25 Hình 26 


l?2| a) Hãy về góc ĐAx tạo bải tia tiếp tuyến và dây cúng trong ba trường hợp sau : 
BAx = 30°, BAx = 90%, BAx = 1209, 


b) Trong môi trường hợp ở câu a), hãy cho biết số đo của cung bị chắn. 


Ki 
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ung bằng nửa 


Chứng minh 

Để chứng minh định lí này ta xét ba trường hợp : 
— Tâm đường tròn nằm trên cạnh chứa dây cung. 
~ Tâm đường tròn nằm bên ngoài góc. 

~ Tâm đường tròn nằm bên trong góc. 


B 
B 
¬ 
^ x A x 
a) €) 
Hình 27 

a) Tâm O nằm trên cạnh chứa dây cung AB (h. 27a). 
Ta có : BAx = 909, 
sđAB = 1809, 


Vậy BAx = ; sảAB. 


b) Tâm O nằm bên ngoài BAx (h. 27). 
Vẽ đường cao OH của tam giác cần OAB, ta c6 : 


BAx= Ổi (hai góc này cùng phụ với OAB ). 
Nhưng Ổi = AOB (OH là tia phân giác của AOB ), 
—. S—= ——=œ 
suyra BAXx = SH . Mật khác AOB = sđAmB, 
— Í, 
vậy BAx = 5 sđAmB. 
e) Tâm O nằm bên trong BAx (h.27c). 
Học sinh tự chứng minh, coi như bài tập 


Hãy so sánh số đo của BAx, ACB với số đo 
của cung AmB (h. 28). 


Hệ quả 
Trong một đường tròn, góc tạo bởi tỉa tiếp 
tuyến và dây cung và góc nội tiếp cùng chắn 


một cung thì bằng nhau. 


Hình 28 


Bòi †ẬD 
Cho đường tròn tâm O, đường kính AB. Lấy điểm P khác A và B trên 
đường tròn. Gọi T là giao điểm của AP với tiếp tuyến tại B của đường tròn. 
Chứng minh 

APO = PBT. 

Cho hai đường tròn (O) và (©') cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến tại A của 
đường tròn (O') cất đường tròn (O) tại điểm thứ hai P. Tia PB cất đường tròn 
(O') tại Q. Chứng minh đường thẳng AQ song song với tiếp tuyến tại P của 
đường tròn (O). 

Cho hai đường, tròn (O) và (O') cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến kẻ từ A đối 
với đường tròn (O) cắt (O) tại C và đối với đường tròn (O) cắt (O) tại Ð. 


Chứng minh CBA = DBA.. 
Chứng minh định !í đảo của định lí về góc tạo bởi 
tỉa tiếp tuyến và dây cung, cụ thể là : 


Nếu góc BAx (với đỉnh A nằm trên đường tròn, một 

cạnh chứa dây cung AB), có sế đo bằng nửa số đo x¬ 
của cung AB căng dây đó và cung này nằm bên 

trong góc đó thì cạnh Ax là một tỉa tiếp tuyến của 

đường tròn (h. 29). 


Hình 29 


Gợi ý. Có thể chứng minh trực tiếp hoặc chứng minh bằng phản chứng. 


Luyện †ộp 
Cho đường tròn (O ; R) và dây cung BC = R. Hai tiếp tuyến của đường tròn 
(O) tại B, C cất nhau ở A. Tính ABC, BAC,. 
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Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Một tiếp tuyến của đường trồn tại P 
cắt đường thẳng AB tại T (điểm B nằm giữa O và T). 

Chứng minh BTP + 2/TPB = 90°. 

Cho A, B, € là ba điểm trên một đường tròn. At là tiếp tuyến của đường 


tròn tại A. Đường thẳng song song với At cắt AB tại M và cất AC tại N. 
Chứng minh AB.AM=AC.AN. 


Cho đường tròn (O) và điểm M nằm bên ngoài đường tròn đó. Qua điểm M 
kẻ tiếp tuyến MT và cát tuyến MAB. 
Chứng minh MT? = MA . MB. 


Trên bờ biển có một ngọn hải đãng cao 40 m. Với 
khoảng cách bao nhiêu kilômét thì người quan sát trên 
tàu bất đầu trông thấy ngọn đền này, biết rằng mắt 
người quan sắt ở độ cao 10 m so với mực nước biển và 
bán kính Trái Đất gần bằng 6 400 km (h. 30) ? 


jình 30 


Hướng dẫn. Áp dụng kết quả của bài tập 34. 


§5. Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. 
Góc có dỉnh ở bên ngoài đường tròn 


Số đo của góc E và số đo 
của góc DFB có quan hệ gì 
với số đo của các cung AmC 
và BnD ? 


Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn 

Trong hình 31, góc BEC có đỉnh E năm bên trong 
đường tròn (O) được gọi là góc có đỉnh ở bên trong 
đường tròn. 

Ta quy ước rằng mỗi gốc có đỉnh ở bên trong đường. 
tròn chắn hai cung, một cung nằm bên trong góc và 


cung kia nằm bên trong góc đối đỉnh của nó. Trên 


hình 31, hai cung bị chắn của góc BEC là #nŠ và AmỒ v Hình 3l 


ĐỊNH LÍ 


Số đo của góc có đỉnh ở bên trong đường tròn bằng nửa tổng số 


đo hai cung bị chắn. 


l?| Hãy chứng mình định lí trên. DpmA 
Gợi ý. Xem hình 32. Sử dụng góc ngoài X 
của tam giác, chứng minh : 
dÕnC + sđÁmÖD : 
BEC - ŠđðnC 1 sđAmD, 
Š B 
THình 32 


2. Góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn 


Các góc trên các hình 33, 34, 35 có đặc điểm chung là : đỉnh nằm ngoài 
đường tròn, các cạnh đều có điểm chung với đường tròn. Mỗi góc đó 
được gọi là góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn. Mỗi góc có đỉnh ở bên 
ngoài đường tròn có hai cung bị chắn. Đó là hai cung nằm bên trong góc. 


'“Ø ND 


Hình 33. Góc BBC có Hình 34. Góc BEC có một cạnh Hình 35. Góc BBC có hai 


hai cạnh cắt đường tròn, là tiếp tuyến tại C và cạnh kia cạnh là hai tiếp tuyển 
hai cứng bị chắn là hai cúng — là cát tuyến, hai cùng bị chắn tại B và C, hai cung 
nhở AD và BC. là hai cung nhỏ AC và CB bị chẩn là cung nhở BC 


và cưng lớn BC 


ĐỊNH LÍ 


Số đo của góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn bằng nửa hiệu số 


đo hai cung bị chắn. 


8l 


|zz] Hãy chứng mình định lí trên. 


Gợi ý. Sữ dụng góc ngoài của tam giác trong ba trường hợp ở hình 36, 37, 
38 (các cung nêu ra dưới hình là những cung bị chắn). 


A 
t>E 
C 
Tình 36 Hình 37 Hình 38 
nã N_ z4. 3g — — 
— đ BC - sđAD —— sđBC- sđCA — = 
BEE sa ch, BRe- b AEc - SđAmC - sđAnC 
2 3 m..ưng 
Bòi tập 


36. Cho đường tròn (O) và hai dây AB, AC. Gọi M, N lần lượt là điểm chính 
giữa của ABvà AC. Đường thẳng MN cắt dây AB tại E và cất dây AC 
tại H. Chứng minh tam giác AEH là tam giác cân. 


37. Cho đường tròn (O) và hai dây AB, AC bằng nhau. Trên cung n nhỏ AC ÀC lấy 
một điểm M. Gọi § là giao điểm của AM và BC. Chứng minh ASC = MCA. 


38. Trên một đường tròn, lấy liên tiếp ba cung AC, CD, DB sao cho 
sđ AÒ= sđ €D= = sđ ĐB= 60”. Hai đường thắng AC và BD cắt nhau tại E. 
Hai tiếp tuyến của đường tròn tại B và C cắt nhau tại T. Chứng minh rằng : 


a) AEB = BTC ; 


b) CD là tia phân giác của BCT. 
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40. 


4I. 


+4. 


43. 


Luyện Tập 


Cho AB và CD là hai đường kính vuông góc của đường tròn (O). Trên cung 
nhỏ BD lấy một điểm M. Tiếp tuyến tại M cắt tia AB ở E, đoạn thẳng CM 
cất AB ở S. Chứng minh ES = EM. 

Qua điểm § nằm bên ngoài đường tròn (O), vẽ tiếp tuyến SA và cát 
tuyến SBC của đường tròn. Tia phân giác của góc BAC cắt dây BC tại D. 
Chứng minh SA = SD. 


Qua điểm A nằm bên ngoài đường tròn (O) vẽ hai cát tuyến ABC và AMN 
sao cho hai đường thẳng BN và CM cắt nhau tại một điểm S nằm bên trong 
đường tròn. 

Chứng minh 

A + BSM = 2.CMN. 

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn. P, Q, R theo thứ tự là các điểm chính 
giữa của các cung bị chắn BC, CA, AB bởi các góc A, B, C. 

a) Chứng minh AP L QR. 

b) AP cát CR tại I. Chứng minh tam giác CPI là tam giác cân. 

Cho đường tròn (O) và hai dây cung song song AB, CD (A và C nằm trong 
cùng một nửa mặt phẳng bờ BD) ; AD cắt BC tại I. 


Chứng minh AOC = AIC. 


§ó. Cung chứa góc 


Liệu ba điểm M, N, P có cùng 
thuộc một cung tròn căng dây 


AB hay không ? 


Bài toán quỹ tích "cung chứa góc" 
1) Bài toán. Cho đoạn thẳng AB và góc œ (0° < œ < 180”). Tìm quỹ tích 


(tập hợp) các điểm M thoả mãn AMB = ơ. (Ta cũng nói quỹ tích các 
điểm M nhìn đoạn thẳng AB cho trước dưới góc ơ.,). 
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Cho đoạn thẳng CD. 

a)Vểba điểm NỊ,Nạ.Nš sao cho CN,D = CN„D = CNạD = 909, 
b) Chứng mình rằng các điểm Ñ\,Ñ;,NÑš nằm 
trên đường tròn đường kính CD. 

Về một góc trên bìa cứng (chẳng hạn, góc 15). Cắt 
ra, ta được một mẫu hình như phần gạch chéo ở 
hình 39. Đóng hai chiếc đỉnh A, B cách nhau 3 em 
trên một tấm gỗ phẩn 8. 

Dịch chuyển tấm bìa trong khe hở sao cho hai cạnh 
của góc luôn dính sát vào hai chiếc định A, B. 


Đánh dấu các vị trí MỊ, Mạ, M¿, .., Mịa của Hình 39 
đỉnh góc (AM,B = AMẠB = -:= AMigB = 75). 


Qua thực hành, hãy dự đoán quỹ đạo chuyển động của điển M. 

Theo dự đoán trên, ta sẽ chứng minh quỹ tích cần tìm là hai cung tròn. 
Chứng mình 

a) Phần thuận (h. 40). 

Trước hết, ta hãy xét một nửa mặt phẳng có bờ là đường thắng AB. 

Giả sử M là điểm thoả mãn AMB = ơœ và nằm trong nửa mặt phẳng đang 
xét. Xét cung AmB đi qua ba điểm A, M, B. 


Hình 40 


Ta sẽ chứng minh tâm O của đường tròn chứa cung đó là một điểm cố 
định (không phụ thuộc M). Thực vậy, trong nửa mật phẳng bờ AB không 
chứa M, kẻ tia tiếp tuyến Ax của đường tròn đi qua ba điểm A, M, B thì 
góc tạo bởi Ax và AB bằng œ, do đó tia Ax cố định. Tâm O phải nằm 


trên đường thẳng Ay vuông góc với Ax tại A. Mặt khác, O phải nằm 
trên đường trung trực d của đoạn AB. Từ đó giao điểm O của d và Ay là 
điểm cố định, không phụ thuộc M (vì 0°” < œ < 180” nên Ay không 
vuông góc với AB và do đó Ay luôn cất d tại đúng một điểm). Vậy M 
thuộc cung tròn AmB cố định. 

b) Phần đảo. . Lấy M' là một điểm thuộc cung AmB (h. . 4Ù, ta phải 
chứng minhAM'B = ơ. “Thật vậy, vì AM'Blà góc nội tiếp, xABlà góc tạo 


bởi tia tiếp tuyến và dây cung, hai góc này cùng chấn cung AnB nên 


AM'B = xAB =ơ., 


Hình 41 THình 42 


Tương tự, trên nửa mặt phẳng đối của nửa mặt phẳng đang xét, ta còn có 
cung Am đối xứng với cung AmB qua AB cũng có tính chất như 


— 
AmB (h. 42). 

Mỗi cung trên được gọi là một cưng chứa góc œ dựng trên đoạn thẳng 
AB, tức là cũng mà với mọi điểm M thuộc cung đó, ta đều có AMB = œ. 
e) Kết luận. Với đoạn thẳng AB và góc œ (0° < œ < 180) cho trước thì 


quỹ tích các điểm M thoả mấn AMB = ơứ là hai cung chứa góc œ dựng 
trên đoạn AB. 

® Chú ý 

* Hai cung chứa góc ơ nói trên là hai cung tròn đối xứng với nhau qua AB. 
* Hai điểm A, B được coi là thuộc quỹ tích. 

* Khi œ = 907 thì hai cung AmB và Am là hai nửa đường tròn đường 


kính AB. Như vậy ta có : Quỹ tích các điển nhìn đoạn thẳng AB cho 
trước dưới một góc vuông là đường tròn đường kính AB. 
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4. 
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s Trong hình 41, AmB là cung chứa góc œ thì AnB là cung chứa góc 
180° - œ. 

2) Cách vẽ cung chứa góc œ. (Xem hình 40a, b). 

— Vẽ đường trung trực d của đoạn thẳng AB. 

— Vẽ tia Ax tạo với AB góc 0œ 

- Vẽ đường thẳng Ay vuông góc với Ax. Gọi O là giao điểm của Ay với d. 
- Vẽ cung AmB, tâm O, bán kính OA sao cho cung này nằm ở nửa mặt 
phẳng bờ AB không chứa tia Ax. 

AmB được vẽ như trên là một cung chứa góc ơŒ. 

Cách giải bài toán quỹ tích 

Muốn chứng mình quỹ tích (tập hợp) các điểm M thoả mãn tính chất £ là 
một hình H nào đó, ta phải chứng minh hai phần : 

Phần thuận : Mọi điểm có tính chất ế đều thuộc hình H. 

Phần đảo : Mọi điểm thuộc hình H đều có tính chất ế. 

Kết luận : Quỹ tích (hay tập hợp) các điểm M có tính chất £ là hình H 


(Thông thường với bài toán "Tìm quỹ tích..." ta nên dự đoán hình H trước 
khi chứng minh). 

Bòi tập 
Cho tam giác ABC vuông ở A, có cạnh BC cố định. Gọi I là giao điểm của 
ba đường phân giác trong. Tìm quỹ tích điểm I khi A thay đổi. 


Cho các hình thoi ABCD có cạnh AB cố định. Tìm quỹ tích giao điểm O của 


hai đường chéo của các hình thoi đó. 
Dựng một cung chứa góc 55” trên đoạn thẳng AB = 3 em. 


Gọi cung chứa góc 55` ở bài tập 46 là AmB. Lấy điểm M¡ nằm bên trong và 
điểm M¿ nằm bên ngoài đường tròn chứa cung này sao cho MỊ¡, M› và cung 


AmB nằm cùng một phía đối với đường thắng AB. Chứng minh rằng : 


a) AMIB > 55° ; b)AM;B < 55°. 


48. 


49. 
50. 


sI. 


¬ 


Luyện Tập 
Cho hai điểm A, B cố định. Từ A vẽ các tiếp tuyến với các đường tròn tâm B 
có bán kính không lớn hơn AB. Tìm quỹ tích các tiếp điểm. 
Dựng tam giác ABC, biết BC = 6 em, A= 40°và đường cao AH =4 cm. 


Cho đường tròn đường kính AB cố định, M là một điểm chạy trên đường tròn. 
Trên tỉa đối của tỉa MA lấy điểm I sao cho MI = 2MB. 


a) Chứng minh AIB không đổi. 
b) Tìm tập hợp các điểm I nói trên. 

Cho I, O lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp, tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC với A = 60°. Gọi H là giao điểm của các đường cao BB và CC". 


Chứng minh các điểm B, C, O, H, I cùng thuộc một đường tròn 


"Góc sút" của quả phạt đến 11 mét là bao nhiêu độ ? Biết rằng chiều rộng 
cầu môn là 7,32 m. Hãy chỉ ra hai vị trí khác trên sân có cùng "góc sút" như 


quả phạt đền II mét. 


§7. Tứ giác nội tiếp 


Ta luôn vẽ được một đường tròn đi qua các đỉnh của một 
tam giác. Phải chăng ta cũng làm được như vậy đối với 


một tứ giác ? 


Khái niệm tứ giác nội tiếp 

a) Vẽ một đường tròn tâm O rồi vẽ một tứ giác có tất cả các đỉnh nằm 
trên đường tròn đó. 

b) Về một đường tròn tâm T rồi về một tứ giác có ba đỉnh nằm trên đường 
tròn đó còn đỉnh thứ tư thì không. 

ĐỊNH NGHĨA. Một tứ giác có bốn đỉnh nằm trên một đường tròn được 
gọi là tứ giác nội tiếp đường tròn (gọi tắt là tứ giác nội tiếp). 

Ví dụ. Tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp (h. 43). Tứ giác MNPQ không là 
tứ giác nội tiếp (h. 44). 
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Ở hình 444, không thể có một đường tròn nào đi qua cả bốn đỉnh M, NÑ, P, Q. 


B P P 


N 


Hình 43 Hình 44 


2. Định lí 


lối nhau bằng 1800. 


đo hai 


Trong một tứ 


E 
|?2] Xem hình 45. Hãy chứng mình định lĩ trên. 
Hướng dân. Cộng số đo của hai cung cùng căng E 
một dây. Z7 
<< ~ 
e€ 
3. Định lí đảo Hình 45 


Nếu một tứ giác có tổng số đo hai góc đối nhau bằng 1809 thì tứ 
giác đó nội tiếp được đường tròn. 


Chứng mình 


Giả sử tứ giác ABCD có B + D = I80°. B 

Ta vẽ đường tròn tâm O qua A, B, C (bao giờ cũng Ái “SN 
vẽ được đường tròn như vậy vì ba điểm A, B, C 

không thẳng hàng). Hai điểm A và C chia đường 

tròn (O) thành hai cung ABC và AmC, trong đó 

——— = 

AmC là cung chứa góc (1802 - B) dựng trên đoạn 

thẳng AC. Mặt khác, từ giả thiết suy ra ° D 

Ô = I§0°—B. Vậy điểm D nằm trên cung AmC Hình 46 


nói trên. Tức là tứ giác ABCD có cả bốn đỉnh năm 
trên đường tròn (O) (h. 46). 
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m 
H9 


CV 


Bòi tộp 


Biết ABCD là tứ giác nội tiếp. Hãy điền vào ô trống trong bảng sau (nếu có thể) : 


mm mỶ= p0|%3|W|s3|s|ø 
Â 80° 60% 059 
B 70° 409 | 65° 
ề 105° 74° 
B Ib) 08° 


Tứ giác ABCD có ABC + ADC - 1809. Chứng minh rằng các 
trung trực của AC, BD, AB cùng đi qua một điểm. 


đường 


Cho ABCD là một tứ giác nội tiếp đường tròn tâm M, biết DAB = 80°, 


DAM = 309, BMC = 709. 


Hãy tính số đo các góc MAB, BCM. AMB, DMC, AMD, MCD và BCD. 


Luyện Tập 


Xem hình 47. Hãy tìm số đo các góc của tứ giác ABCD. 


Hình 47 


“Trong các hình sau, hình nào nội tiếp được trong một đường tròn : 


Hình bình hành, hình chữ nhật, hình vuông, hình thang, hình thang, 


vuông, hình thang cân ? Vì sao ? 
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39. 


60. 
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Cho tam giác đều ABC. Trên nửa mật phẳng bờ BC không chứa đỉnh A, lấy 
điểm D sao cho DB = DC và ĐCB = ÁACB Ề 
a) Chứng minh ABDC là tứ giác nội tiếp. 


b) Xác định tâm của đường tròn đi qua 
bốn điểm A, B, D, C. 


Cho hình bình hành ABCD. Đường tròn 
đi qua ba đỉnh A, B, C cất đường thẳng 
CD tại P khác C. Chứng minh AP = AD. 


Xem hình 48. Chứng minh QR // ST. 
Hướng dân. Xét cặp góc so le trong Hình 48 
PST, SRQ. 


§8. Đường tròn ngoợi tiếp. 
Đường tròn nội tiếp 


Ta đã biết, với bất kì tam giác nào cũng có một đường 
tròn ngoại tiếp và một đường tròn nội tiếp. 


Còn với đa giác thì sao 2 


Định nghĩa 
Xem hình 49. Ta nói đường tròn (O ; R) AZ— xa 


là đường tròn ngoại tiếp hình vuông Ƒ N 
ABCD và ABCD là hình vuông, nội tiếp 
đường tròn (O ; R). 


Đường tròn (O ; r) là đường tròn nội 
tiếp hình vuông ABCD và ABCD là Hình 49. Hai đường tròn đồng tắm 
hình vuông ngoại tiếp đường tròn (O ; r). (Ô; R) vẻ (O; 9 với x = KÓ, 


ĐỊNH NGHĨA. 


1) Đường tròn đĩ qua tất cả các đỉnh của một đa giác được gọi là 
đường tròn ngoại tiếp da giác và đa giác được gọi là đa giác nội 
tiếp đường tròn. 
2) Đường tròn tiếp xúc với tất cả các cạnh của một đa giác được gọi 
là đường tròn nội tiếp da giác và đa giác được gọi là đa giác ngoại 
tiếp đường tròn. 


BH a) Về đường tròn tâm O bán kính R = 2 cm. 
b) Về một lục giác đều ABCDEE có tất cả các đỉnh nằm trên đường tròn (O). 
€) Vì sao tâm O cách đêu các cạnh của lục giác đêu ? Gọi khoảng cách 
này là r. 
đ) Về đường tròn (O; r) 


2. Định lí 


Bất kì đa giác đêu nào cũng có một và chỉ một đường tròn ngoại 


tiếp, có một và chỉ một đường tròn nội tiếp. 


(Không yêu cầu học sinh chứng minh định lí này). 
Trong đa giác đều, tâm của đường tròn ngoại tiếp trùng với tâm của 
đường tròn nội tiếp và được gọi là z2 của đa giác đều. 


Bèi tộp 
61. - a) Vẽ đường tròn tâm O, bán kính 2 em. 


b) Vẽ hình vuông nội tiếp đường tròn (O) ở câu a). 
e) Tính bán kính r của đường tròn nội tiếp hình vuông ở câu b) rồi vẽ đường, 
tròn (O ; r). 

62. a) Vẽ tam giác đều ABC cạnh a = 3 em. 
b) Vẽ 
e) Vẽ tiếp đường tròn (O : r) nội tiếp tam giác đều ABC. Tính r. 


šp đường tròn (O ; R) ngoại tiếp tam giác đều ABC. Tính R. 


đ) Vẽ tiếp tam giác đều ITK ngoại tiếp đường tròn (O ; R). 
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Vẽ hình lục giác đều, hình vuông, tam giác đều cùng nội tiếp đường tròn 
(O ; R) rồi tính cạnh của các hình đó theo R. 


Trên đường tròn bán kính R lần lượt đặt theo cùng một chiều, kể từ điểm A, 
ba cung AB, BC, CD sao cho sđA8 =60°, sdBÖ = 90” và sđCÖ =120°. 

a) Tứ giác ABCD là hình gì 2 

b) Chứng minh rằng hai đường chéo của tứ giác ABCD vuông góc với nhau. 
e) Tính độ dài các cạnh của tứ giác ABCD theo R. 


§9. Độ dài đường tròn, cung tròn 


Nói : "Độ dài đường tròn bằng ba lần đường kính 


của nó" thì đúng hay sai ? 


Công thức tính độ dài đường tròn 
"Độ dài đường tròn” (còn gọi là "chu vi hình tròn”) được kí hiệu là C. 
Độ dài C của một đường tròn bán kính R (h. 50) được tính theo công thức 


Nếu gọi d là đường kính đường tròn (d = 2R) thì 


m (đọc là "p¡") là kí hiệu của một số vô tỉ mà giá ˆ 


trị gần đúng thường được lấy là m % 3,14. 


Em hãy tìm lại số t bằng cách sau : 


Vật liệu : Tấm bìa, kéo, compa, thước có chia 
khoảng, sợi chỉ. 


Hình 50 


a) Vẽ trên bìa năm đường tròn tâm OI,O¿;, Õ;, O¿, Ôs có bán kính 
khác nhau. 

b) Cắt ra thành năm hình tròn. 

€©) Đo chủ ví năm hình tròn đó bằng sợi chỉ (càng chính xác càng tốt). 


» 


d) Điền vào bảng sau (đơn vị độ dài : em) : 
Đường tròn (OI) (Ø;) (O;) (Ø¿) | (O;) 
Đường kính d 


Độ dài C của đường tròn 


e) Nêu nhận xét. 


Công thức tính độ dài cung tròn 


|?2| Hãy điển biểu thức thích hợp vào các chỗ trống (...) 


trong dấy lập luận sau : 


\w 
Đường tròn bán kính R (ứng với cung360°) có độ 
đài là..... 1 
2TR 
HÊ vu) 02 ở JÀ 55 X4 xin duc : 
Vậy cung 1”, bán kính R có độ dài là KNG: ?auyBÖ 


Suy ra cung nẺ, bán kính R có độ dài là... 
* Trên đường tròn bán kính R, độ dài ! của một cung n° (h.51) được tính 
theo công thức : 


65. 
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Số œ 
e Từ mấy nghìn năm trước Công nguyên, con người đã thấy rằng giữa độ dài 
đường tròn và đường kính của nó có một cái gì đó ràng buộc, không đổi và qua 
nhiều lần kiểm nghiệm trong thực tế, người xưa đã thấy đường tròn dài gấp 
khoảng ba lần đường kính của nó. 
Năm 1736, Ơ-le dùng x để biểu thị tỉ số giữa độ dài đường tròn C và đường 
kính d của nó : 


—=n. 
d 


e Trải qua nhiều năm trong lịch sử, người ta đã mất nhiều công sức để tính giá 
trị gần đúng của x. Sau đây là một số ví dụ. 

Người Ai Cập cổ đại cho rằng œ ~ 3,16. 

Người La Mã lấy z ~ 3,12. 
Người Ba-bi-lon lãy LẺ Ă<) 


Ác-si-mét tính được m3 


Trương Hành, người Trung Quốc ở thế kỉ II lấy xx x10 ~ 3,162. Vào thế kỉ V, 
Tô Xung Chi lấy 7 z 3,1415926. 

ở Việt Nam, các cụ ta dùng quy tắc "quân bát, phát tam, tồn ngũ, quân nhị", 
theo đó trẮ= 32. 

Vào thế kỉ XVI, nhà toán học Đức Ru-đôn-phơ tính được số z với 35 chữ số thập 
phân và ông đề nghị khắc giá trị này lên mộ của ông 

Năm 1767, Lăm-be (nhà toán học Đức) chứng minh được z là số vô fỈ. 


Năm 1882, Lin-đơ-man (nhà toán học Đức) chứng minh được r là số siêu việt, 
nghĩa là nó không phải là nghiệm của một đa thức khác không với hệ số hữu fỈ. 


Năm 1973, ở Pháp, bằng máy tính điện tử, người ta đã tính gần đúng số z với 
một triệu chữ số thập phân. Năm 1989, cũng bằng máy tính điện tử, người ta đã 
tính được giá trị gần đúng của z với 4 tỉ chữ số thập phân. 

Bòi †ỘD 
Lấy giá trị gần đúng của 7 là 3,14, hãy điển vào các ô trống trong bảng sau 


(đơn vị độ dài : cm, làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai) : 


Bán kính R của đường tròn 10 3 


Đường kính d của đường tròn 10 


Độ dài C của đường tròn 20 P5.12 


66.  a) Tín 


b) Tính chu vi vành xe đạp có đường kính 650 mm. 


67. Lấy gi 


h độ dài cung 60” của một đường tròn có bán kính 2 dm. 


á trị gần đúng của m là 3,14, hãy điển vào ô trống trong bảng sau (làm 
tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ nhất và đến độ) : 


Bán kính R của đường tròn | 10 em 21 em |6,2em 
Số đo nŸ” của cung tròn 90% 50° 4I9 28" 
Độ dài 7 của cung tròn 35,6 em |20,8 cm| 92cm 


68. Cho ba điểm A, B, C thắng hàng sao cho B nằm 
giữa A và C. Chứng minh rằng độ dài của nửa 
đường tròn đường kính AC b; 


ảng tổng các độ dài 


của hai nửa đường tròn đường kính AB và BC. 


69. Máy kéo nông nghiệp có hai bánh sau to hơn hai 


bánh trước. Khi bơm căng, bánh xe sau cố đường, 
kính là 1,672 m và bánh xe trước có đường kính là 88 em. Hỏi khi bánh xe sau 
lăn được 10 vòng thì bánh xe trước lăn được mấy vồng ? 


Luyện Tộp 


T0. Vẽ lại ba hình (tạo bởi các cung tròn) dưới đây và tính chu vi mỗi hình (có 


gạch ci 


.-X“ 


héo) : 


4cm 


Hình 52 


Hình 53 


Hình 54 
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Vẽ lại hình tạo bởi các cung tròn dưới đây với tâm lần lượt là B, C, D, A theo 
đúng kích thước đã cho (cạnh hình vuông ABCD dài l em). Nêu cách vẽ 
đường xoán AEFGH. Tính độ dài đường xoắn đó. 


Hình 5Š 


Bánh xe của một ròng rọc có chu vi là A si 
540 mm. Dây cua-roa bao bánh xe theo 
cung AB có độ dài 200 num. Tính góc 
AOB(h. 56). 


Đường tròn lớn của Trái Đất dài 
khoảng 40000 km. Tính bán kính 
Trái Đất. Hình 56 


Vĩ độ của Hà Nội là 20901". Mỗi vòng kinh tuyến của Trái Đất dài khoảng. 
40 000 km. Tính độ dài cung kinh tuyến từ Hà Nội đến xích đạo. 


Cho đường tròn (O), bán kính OM. Vẽ đường tròn tâm O©', B 
đường kính OM. Một bán kính OA của đường tròn (O) cắt 
đường tròn (O') ởB. fA 
Z> — & O 

Chứng minh MA và MB có độ dài bằng nhau. . 
Xem hình 57 và so sánh độ dài của cung AmB với độ dài đường, 
gấp khúc AOB. 

Hình 57 


§10. Diện tích hỉnh tròn, hình quạt tròn 


Khi bán kính tăng gấp đôi thì diện tích hình tròn 


có tăng gấp đôi không ? 


1. Công thức tính diện tích hình tròn 


Diện tích S của một hình tròn bán kính 
R(h. 58) được tính theo công thức 


Hình 58 


2. Cách tính diện tích hình quạt tròn 


Hình quạt tròn là một phần hình tròn 
giới hạn bởi một cung tròn và hai bán 
kính đi qua hai mút của cung đó. 


Ở hình 59, ta có hình quạt tròn OAB, 
tâm O, bán kính R, cung, nỶ, 


Hình 50 


H Hãy điền biểu thức thích hợp vào các chỗ trống (...) trong dãy lập 


luận sau : 
Hình tròn bán kính R (ứng với cung3609) có điện tích là..... 
Vậy hình quạt tròn bán kính R, cung 1° có điện tích là... . 


Hình quạt tròn bán kính R, cung nẺ có điện tích S=..... 


Biểu thức Lệ còn cố thể viết là Tạ _" những Tử chính là độ 
S1 cổ Ế cm. quy An Và /R 
đài / của cung n` của hình quạt tròn. Vậy S = .x 
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Như vậy, diện tích hình quạt tròn bán kính R, cung n° được tính theo 
công thức 


nR?n IR 
gia 2S) Đau óc 
360 8972 


( là độ đài cung n° của hình quạt tròn). 
Bòi †ộp 
Tính diện tích hình tròn nội tiếp một hình vuông có cạnh là 4 cm. 


Chân một đống cát đổ trên một nền phẳng nằm ngang là một hình tròn 
có chu vi 12 m. Hỏi chân đống cát đó chiếm một diện tích là bao nhiêu 
mét vuông ? 


Tính diện tích một hình quạt tròn có bán kính 6 cm, số đo cung là 36°. 


Một vườn cô hình chữ nhật ABCD có AB = 40 m, AD = 30 m. 

Người ta muốn buộc hai con dê ở hai góc vườn A, B. Có hai cách buộc : 
® Mỗi dây thừng dài 20 m. 

s Một dây thừng đài 30 m và dây thừng kia dài 10 m. 


Hỏi với cách buộc nào thì diện tích cỏ mà cả hai con dê có thể ăn được sẽ 
lớn hơn (h. 60)? 


Ẹ 
LẠ x4 


`. ý - vẻ 


M.\, 2 
m\ Ta # Tức 
NT „. Wyytf 


Hình 60 


8I. Diện tích hình tròn sẽ thay 
đổi thế nào nếu : 
a) Bán kính tăng gấp đôi ? 
b) Bán kính tăng gấp ba ? 
e) Bán kính tăng k lần (k > l) ? 
a) b) 


Hìmh 61 
82. Điền vào ô trống trong bảng sau (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân 
thứ nhất) : 
Bán kính Độ dài Diện tích Số đo của Diện tích 
đường tròn | đường tròn tình tròn cung tròn hình quạt tròn 
(R) (C) () (n) cung n° 
13,2 em 4759 
2,5 cm 12,50 cmZ 
37,80 cm? 10,60 cm^ 
Luyện tộp 


83. a) Vẽ hình 62 (tạo bởi các cung tròn) 
với HI = 10 em và HO = BI = 2 em. 
Nêu cách vẽ. 


b) Tính diện tích hình HOABINH 
(miền gạch sọc). 

©) Chứng tỏ rằng hình tròn đường 
kính NA có cùng diện tích với hình 
HOABINH đó. 


84. a) Vẽ lại hình tạo bởi các cung tròn 
xuất phát từ đỉnh C của tam giác 
đều ABC cạnh l em. Nêu cách vẽ 
(h. 63). 


b) Tính diện tích miền gạch sọc. Hình 63 


99 


85. 


86. 


§7. 


y t2 


LG 


10. 
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Hình viên phân là phần hình trồn giới hạn bởi một cung và dây cãng cung, 
ấy. Hãy tính diện tích hình viên phân AmB, biết góc ở tâm AOB = 60° và 
bán kính đường tròn là 5, em (h. 64). 


Hình 64 Mình 65 
Hình vành khăn là phần hình tròn nằm giữa hai đường tròn đồng tâm (h. 65). 
a) Tính diện tích § của hình vành khăn theo R¡ và R¿ (giả sử R. > R¿). 
b) Tính diện tích hình vành khăn khi R¡ = 10,5 em, R; = 7,8 em. 
Lấy cạnh BC của một tam giác đều làm đường kính, vẽ một nửa đường tròn 
về cùng một phía với tam giác ấy đối với đường thẳng BC. Cho biết cạnh 
BC =a, hãy tính diện tích của hai hình viên phân được tạo thành. 


Ôn tập chương lII 
Câu hỏi 


Góc ở tâm là gì ? 
Góc nội tiếp là gì ? 
Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung là gì ? 
"Tứ giác nội tiếp là gì ? 
Với ba điểm A, B, C thuộc một đường tròn, khi nào thì 
sđAB = sdÁC + sđCB 2 
Phát biểu các định lí về mối quan hệ giữa cung nhỏ và dây căng cung đó 
trong một đường tròn. 
Phát biểu định lí và hệ quả về các góc nội tiếp cùng chắn một cung. 
Phát biểu định lí về góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung. 
Phát biểu quỹ tích cung chứa góc. 


Phát biểu điều kiện để một tứ giác nội tiếp được đường tròn. 


Phát biểu một số dấu hiệu nhận biết tứ giác nội tiếp. 

Phát biểu định lí về đường tròn ngoại tiếp và đường tròn nội tiếp của đa 
giác đều. 

Nêu cách tính số đo cung nhỏ, cung lớn. 

Nêu cách tính số đo của góc nội tiếp theo số đo của cung bị chắn. 

Nêu cách tính số đo của góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung theo số đo 
của cung bị chắn. 

Nêu cách tính số đo của góc có đỉnh ở bên trong đường tròn theo số đo 
của các cung bị chắn. 

Nêu cách tính số đo của góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn theo số đo 
của các cung bị chắn. 

Nêu cách tính độ đài cung nŸ của hình quạt trồn bán kính R 


Nêu cách tính diện tích hình quạt tròn bán kính R, cung nŸ. 


Tóm †ốt cóc kiến thúc cần nhớ 


Các định nghĩa 


1. Góc ở tâm là góc có đỉnh trùng với tâm đường tròn. 

2. a) Số đo của cung nhỏ bằng số đo của góc ở tâm chắn cung đó. 

b) Số đo của cung lớn bằng hiệu giữa 360” và số đo của cung nhỏ 
(có chung hai mút với cung lớn). 
e) Số đo của nửa đường tròn bằng 180°. 

3. Góc nội tiếp là góc có đỉnh nằm trên đường tròn và hai cạnh chứa hai 
đây cung của đường tròn đó. 

4. Góc tạo bởi tỉa tiếp tuyến và dây cung là góc có đỉnh tại tiếp điểm, 
một cạnh là tia tiếp tuyến và cạnh kia chứa đây cung. 

Š. Tứ giác nội tiếp đường tròn là tứ giác có bốn đỉnh nằm trên một 
đường tròn. 

6. Đường tròn đi qua tất cả các đỉnh của một đa giác được gọi là 
đường tròn ngoại tiếp đa giác và da giác được gọi là đa giác nội 
tiếp đường tròn. 

7. Đường tròn tiếp xúc với tất cả các cạnh của một đa giác được gọi 
là đường trồn nội tiếp đa giác và đa giác được gọi là đa giác ngoại 
tiếp đường tròn. 


10I 


Các định lí 
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1. 


2 


19 


11. 


12. 


Nếu C là điểm nằm trên cung AB thì sđ AB = sđAC + sđCB. 

Với hai cung nhỏ trong một đường tròn, hai cung bằng nhau căng hai 
lây bằng nhau và ngược lại. 

Với hai cung nhỏ trong một đường tròn, cung lớn hơn căng dây lớn 
hơn và ngược lại. 

Trong một đường tròn, hai cung bị chấn giữa hai dây song song thì 
bằng nhau. 

Trong một đường tròn, đường kính đi qua điểm chính giữa của một 
cung thì đi qua trung điểm của dây căng cung ấy. 

Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây 
cung (không phải là đường kính) thì chia cung căng dây ấy thành hai 
cung bằng nhau. 


Trong một đường tròn, đường kính đi qua điểm chính giữa của một 
cung thì vuông góc với dây căng cung ấy và ngược lại. 

Số đo của góc nội tiếp bằng nửa số đo của cung bị chắn. 

Số đo của góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung bằng nửa số đo của 
cung bị chấn. 

Trong một đường tròn : 

a) Các góc nội tiếp bằng nhau chắn các cung bằng nhau. 

b) Các góc nội tiếp cùng chắn một cung thì bằng nhau. 

c) Các góc nội tiếp chấn các cung bàng nhau thì bằng nhau. 

đ) Góc nội tiếp nhỏ hơn hoặc bằng 90 có số đo bằng nửa số đo của 
góc ở tâm cùng chắn một cung. 

e) Góc nội tiếp chấn nửa đường tròn là góc vuông và ngược lại, góc 
vuông nội tiếp thì chắn nửa đường tròn 

ø) Góc tạo bởi tỉa tiếp tuyến và dây cung và góc nội tiếp cùng chắn 
một cung thì bằng nhau 

Số đo của góc có đỉnh ở bên trong đường tròn bằng nửa tổng số đo 
hai cung bị chắn. 

Số đo của góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn bằng nửa hiệu số đo 
hai cung bị chắn. 


88. 


13. Quỹ tích (tập hợp) các điểm nhìn một đoạn thẳng cho trước dưới một 
góc œ không đổi là hai cung chứa góc œ dựng trên đoạn thẳng đó 
(0°<œ<180)). 

14. Một tứ giác có tổng số đo hai góc đối nhau bằng I80” thì nội tiếp 
được đường tròn và ngược lại. 

15. Dấu hiệu nhận biết tứ giác nội tiếp : 

a) Tứ giác có tổng hai góc đối nhau bằng 180”. 

b) Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong tại đỉnh đối của 
đỉnh đó. 

e) Tứ giác có bốn đỉnh cách đều một điểm (mà ta có thể xác định 
được). Điểm đó là tâm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác. 

d) Tứ giác có hai đỉnh kể nhau cùng nhìn cạnh chứa hai đỉnh cồn lại 
dưới một góc G. 


16. Hình thang nội tiếp được đường tròn là hình thang, cân và ngược lại. 

17. Bất kì đa giác đều nào cũng có một và chỉ một đường tròn ngoại tiếp, 
có một và chỉ một đường tròn nội tiếp. 

18. Trên đường tròn bán kính R, độ dài / của một cung n° được tính theo 
công thức 


liớc TRn 
180 
19. Diện tích hình quạt tròn bán kính R, cung n” được tính theo công thức 
TR?n !R 
§= 360 hay § = 


( là độ dài cung nŸ của hình quạt tròn). 
Bồi tập 


Hãy nêu tên mỗi góc trong. các hình dưới đây : 
(Ví dị. Góc trên hình 66b) là góc nội tiếp). 


0® 


Hình 66 


89. 


9. 


91. 


"Trong hình 67, cung AmB có số đo là 60”. Hãy : 

a) Vẽ góc ở tâm chắn cung AmB. Tính góc AOB. 
b) Vẽ góc nội tiếp đỉnh C chắn cung AmB. 

Tính góc ACB. 


e) Vẽ góc tạo bởi tia tiếp tuyến Bt và dây cung BA. Ẩ n B 
Tính góc ABt. Hình 67 


đ) Vẽ góc ADB có đỉnh D ở bên trong đường tròn. So sánh ADB với ACB. 
e) Vẽ góc AEB có đỉnh E ở bên ngoài đường tròn (E và C cùng phía đối với 
AB). So sánh AEB với ACB. 
a) Vẽ hình vuông cạnh 4 em. 
b) Vẽ đường tròn ngoại tiếp hình vuông đó. Tính bán kính R của đường, 
tròn này. 
e) Vẽ đường tròn nội tiếp hình vuông đó. Tính bán kính r của đường 
tròn này. 
Trong hình 68, đường tròn tâm O có bấn kính R = 2 cm. 
AOB - 75°, 

—> 
a) Tính sđApB. ụ 
b) Tính độ dài hai cung AqB và ApB. 
e) Tính diện tích hình quạt tròn OAqB. B 


Hãy tính diện tích miễn gạch sọc trong các hình 69, 70, Hình 68 


71 (đơn vị độ dài : cm). rổ 
--liỗ-- 


> 
80° 
1⁄7 _— 
Hình 69 Hình 70 Hình 71 


Có ba bánh xe răng cưa A, B, C cùng chuyển động ăn khớp với nhau. 
Khi một bánh xe quay thì hai bánh xe còn lại cũng quay theo. Bánh xe A có 
60 răng, bánh xe B có 40 răng, bánh xe C có 20 răng. Biết bán kính bánh xe 
Clà 1 em. Hỏi : 


9%. 


96. 


97. 


98. 
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a) Khi bánh xe C quay 60 vòng thì bánh xe B quay mấy vòng ? 

b) Khi bánh xe A quay 80 vòng thì bánh xe B quay mấy vòng ? 

c) Bán kính của các bánh xe A và B là bao nhiêu 2 

Hãy xem biểu đồ hình quạt biểu diễn sự phân phối học sinh của một 


trường THCS theo diện ngoại trú, bán trú, 
nội trú (h. 72). Hãy trả lời các câu hỏi sau : 


a) Có phải 5 số học sinh là học sinh ngoại đến 
trú không ? — 


b) Có phải 3 số học sinh là học sinh bán bói cố 


trú không 2 

c) Số học sinh nội trú chiếm bao nhiêu phần trăm ? 

đ) Tính số học sinh mỗi loại, biết tổng số học sinh là 1800 em. 

Các đường cao hạ từ A và B của tam giác ABC cắt nhau tại H (góc C khác 
90) và cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC lần lượt tại D và E. Chứng 
minh rằng : 

a) CD = CE; b) ABHD cân ; e) CD =CH. 


Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O) và tia phân giác của góc A cắt 
đường tròn tại M. Vẽ đường cao AH. Chứng minh rằng : 


a) OM đi qua trung điểm của dây BC ; 
b) AM là tia phân giác của góc OAH. 
Cho tam giác ABC vuông ở A. Trên AC lấy một điểm M và vẽ đường tròn 


đường kính MC. Kẻ RM cắt đường tròn tại D. Đường thẳng DA cắt đường 
tròn tại S. Chứng minh rằng : 


a) ABCD là một tứ giác nội tiếp ; b) ABD = ACD ; 
e) CA là tia phân giác của góc SCB. 


Cho đường tròn (O) và một điểm A cố định trên đường tròn. Tìm quỹ tích 
các trung điểm M của dây AB khi điểm B di động trên đường tròn đó. 


Dựng AABC, biết BC = 6 em, BAC = 80°, đường cao AH có độ dài là 2 em. 
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Chương IV - HÌNH TRỤ - HÌNH NÓN - HÌNH CẦU 
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§1. Hình trụ - Diện tích xung quenh và thể tích của hình trụ 


Tháp tròn ở một lâu đài cổ cho ta hình ảnh hình trụ. 


Hình trụ 

Khi quay hình chữ nhật ABCD một vòng 
quanh cạnh CD cố định, ta được một hình 
trụ (h. 73). Khi đó : 

*® DA và CB quét nên hứi đáy của hình 
trụ, là hai hình tròn bằng nhau nằm trong 
hai mặt phẳng song song, có tâm D và C. 

* Cạnh AB quét nên mặt xung quanh của 
hình trụ, mỗi vị trí của AB được gọi là 
một đường sinh. Chẳng hạn EF là một 
đường sinh 

s Các đường sinh của hình trụ vuông góc 
với hai mặt phẳng đáy. Độ dài đường sinh 
là chiểu cao của hình trụ. 

* DC gọi là ứrực của hình trụ. 

Lọ gốm ở hình 74 có dạng một hình rrụ. 


Quan sát hình và cho biết đâu là đáy, 
đâu là mặt xung quanh, đâu là đường 
sinh của hình trụ đó ? 


œ, 
O 
Cr 


Tình 73 


Hình 74 
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2. Cắt hình trụ bởi một mặt phẳng 
» Khi cất hình trụ bởi một mặt phẳng song song với đáy, thì phần mặt 
phẳng nằm trong hình trụ (mặt cắt) là một hình tròn bằng hình tròn đáy 
(h. 75a). 
* Khi cắt hình trụ bởi một mặt phẳng song song với trục DC thì mặt cất là 
một hình chữ nhật (h. 75b). 


` 


Hình 75 THình 76 


|?z] Chiếc cốc thuỷ tỉnh và ống nghiệm đều có dạng hình trụ (h. 76), phải 
chăng mặt nước trong cốc. và mặt nước trong ống nghiệm là những 
hình tròn ? 


3. Diện tích xung quanh của hình trụ 


Từ một hình trụ, cắt rời hai đáy và cắt dọc theo đường sinh AB của mặt 
xung quanh rồi trải phẳng ra, ta được hình khai triển mặt xung quanh của 
hình trụ là một hình chữ nhật có một cạnh bằng chu vi hình tròn đáy, 
cạnh còn lại bằng chiều cao của hình trụ. 


10 cm 


Tình 77 
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|3] Quan sát hình 77 và điển số thích hợp vào các ô trống : 


— Chiêu dài của hình chữ nhật bằng chư vi của đáy hình trụ và bàng :[_](em). 
— Diện tích hình chữ nhật 
Ø 
LI.LI-L kem. 
— Diện tích một đáy của hình trụ 


L]:5.5=L ]tem?. 


— Tổng diện tích hình chữ nhật và điện tích hat hình tròn đáy (điện tích 
toàn phần) của hình trụ 


+ .,2= ( cm”). 


Tổng quát, với hình trụ bán kính đáy r và chiều cao h, ta có : 


* Diện tích xung quanh 


Šsa= 2h. 


® Diện tích toần phần 


Sự = 2nrh + 2m”. 


Thể tích hình trụ 
Ở lớp dưới, ta đã biết công thức tính thể tích hình trụ : 


(S là diện tích đáy, h là chiều cao). 
Ví dụ. Các kích thước của một vòng bi cho trên hình 7§. Hãy tính "thể 
tích" của vòng bi (phần giữa hai hình trụ). 
Giải. Thể tích cần phải tính bằng hiệu các thể 
tích Vạ, Vị của hai hình trụ có cùng chiều cao 


h và bán kính các đường tròn đấy tương ứng, 
là a, b. Ta có 


V=Vạ~ Vị =zaˆh~— xb”h 


= mía” _ b?)h. 


Hình 78 
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Bồi †ộp 


1. Hãy điển thêm các tên gọi vào dấu "... 


Hình 79 
2. Lấy một băng giấy hình chữ nhật ABCD (h. 80). Biết AB = 10 cm, 
BC = 4cm; dán băng giấy như hình vẽ (B sát với A và C sát với D, không 
được xoắn) 
Có thể đán băng giấy để tạo nên mặt xung quanh của hình trụ được không ? 
D 
- 
^ 
Hình 80 
3. Quan sát ba hình dưới đây và chỉ ra chiêu cao, bán kính đáy của mỗi hình. 


b) ©) 
Tình 81 


4. Một hình trụ có bán kính đáy là 7 em, diện tích xung quanh bằng 352 cmẺ. 
Khi đó, chiều cao của hình trụ là : 
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(A)3,2em; (B) 4.6 em; (Œ I,8 em; 


(D)2,lem; (E) Một kết quả khác. 
Hãy chọn kết quả đúng. 
5. _ Điền đủ các kết quả vào những ô trống, của bảng sau : 
Bán kính | Chiều cao Chu vi Diện tích Nang Thể tích 
Hình „ * đ 2. | xung quanh 3 
đáy (em) (cm) đáy (em) đáy (cm) 2 em) 
(em ') 
=_¬^¬ I 10 
ĐK hÌ 4 
§ 4n 
6. Chiểu cao của một hình trụ bằng bán kính đường tròn đáy. Diện tích xung, 
quanh của hình trụ là 314 cHẺ., 
Hãy tính bán kính đường tròn đáy và thể tích hình trụ (làm tròn kết quả 
đến chữ số thập phân thứ hai). 
7. Một bóng đèn huỳnh quang dài 1,2 m, 
đường kính của đường tròn đáy là 4 cm, 
được đặt khít vào một ống giấy cứng 
dạng hình hộp (h. 82). Tính diện tích 
phần giấy cứng dùng để làm một hộp. 
(Hộp hở hai đầu, không tính lề và mép dán). Hình 82 
Luyện lộp 
§. _ Cho hình chữ nhật ABCD (AB = 2a, BC = a). Quay hình chữ nhật đó quanh 


AB thì được hình trụ có thể tích Vị ; quanh BC thì được hình trụ có thể tích 
V¿. Trong các đẳng thức dưới đây, hãy chọn đẳng thức đúng : 


(A)Vi=V¿; ()Vị= 2V;; (C Vạ= 2V, ; 
(D) V;=3V, ; (E) Vị =3V¿, 


II 


9. 


19. 


II. 


Hình 83 là một hình trụ cùng với hình khai triển của nó kèm theo kích thước 


Hình 83 


Hãy điền vào các chỗ ... và các ô trống nÌ 


hững cụm từ hoặc các số cần thiết. 


| 10= 


(em?) H 


RE. Ì 


= IBÌ (em?) h 


|.2+ = 


(em?). 


Hãy tính : 
a) Diện tích xung quanh của một hìni 
chu vi hình tròn đáy là 13 em và chiều cao 


b) Thể tích của hình trụ có bán kính đường tròn 


đáy là 5 mm và chiêu cao là 8 mm. 


Người ta nhấn chìm hoàn toàn một tượng đá nhỏ 
vào một lọ thuỷ tinh có nước dạng hình trụ (h. 84). 
Diện tích đáy lọ thuỷ tính là 12,8 cm”. Nước trong, 


h trụ có 
là 3 em. 


lọ dâng lên thêm 8,5 mm. Hỏi thể tích của tượng 


đá là bao nhiêu 2 


Bán kính |Đường kính| 
đáy đáy 


Hình 84 


Thể 


xung tích 


quanh 
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13. 


14. 


Một tấm kim loại được khoan thủng bốn lỗ như hình 85 (lỗ khoan dạng 
hình trụ), tấm kim loại dầy 2 em, đáy của nó là hình vuông có cạnh là 5 em. 
Đường kính của mũi khoan là 8 mm. Hỏi thể tích phần còn lại của tấm kim 
loại là bao nhiêu ? 


8 


Hình 85 Hình 86 


Đường ống nối hai bể cá trong một thuỷ cung ở miền nam nước Pháp có 
đạng một hình trụ, độ dài của đường ống là 30 m (h. 86). Dung tích của 
đường ống nói trên là I 800000 lít. 


Tính diện tích đáy của đường ống. 


§2. Hình nón - Hình nón cụt - Diện tích xung quanh 
và thể tích của hình nón, hình nón cụt 


Cái quạt Hoa tai Gối tựa đâu (của ghế trên ô tô) 
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Hình nón 

Khi quay tam giác vuông 
AOC nột vòng quanh cạnh 
góc vuông OA cố định thì 
được một hình nón (h. §7) 
Khi đó : 

*® Cạnh OC quét nên đíy 
của hình nón, là một hình 
tròn tâm O. 

* Cạnh AC quét nên ;mặt xung 
quanh của hình nón, mỗi vị 
trí của AC được gọi là một 
đường sinh. Chẳng hạn AD 
là một đường sinh. 

* Á gọi là đỉnh và AO gọi là 
đường cao của hình nón. 


Chiếc nón (h. 88) có dạng mặt 
xung quanh của một hình 
nón. Quan sát hình và cho 
biết, đâu là đường tròn đáy, 
đâu là mặt xung quanh, đâu 
là đường sinh của hình nón. Hình 88 


Diện tích xung quanh hình nón 

Cất mặt xung quanh của một hình nón dọc theo một đường sinh của nó 
rồi trải phẳng ra, ta được hình khai triển là một hình quạt tròn có tâm là 
đỉnh hình nón, bán kính bằng độ dài đường sinh và độ dài cung bằng độ 
dài đường tròn đáy của hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón 
bằng diện tích của hình quạt trồn khai triển (h. 89). 


Gọi bán kính đáy của hình 
nón là r, đường sinh là /. 


Theo công thức tính độ dài 
cung, ta có : 


§ 


Độ dài của cung hình quạt 
tròn là 


Tửn 
T80. ì Hình 89 


Độ dài đường tròn đáy của hình nón là 2mr. 


% đó Z Tin 
Từ đó ta có —“=_—= 


Suy ra ra: 
Diện tích xung quanh của hình nón bàng diện tích hình quạt tròn khai 
triển nên 

m”n /n 

s4 ” "360 = Tin =TÌ. 

Từ các kết quả trên ta có : 


s Diện tích xung quanh của hình nón là 


* Diện tích toàn phần của hình nón (tổng diện tích xung quanh và diện 


tích đáy) là 


Ví dụ. Tính diện tích xung quanh của một hình nón có chiều cao h = 16 em và 
bán kính đường tròn đáy r = I2 em. 

Giải 

Độ dài đường sinh của hình nón : 


1= Nh2 +r2 = A400 =20 (em). 


Diện tích xung quanh của hình nón : 
S¿„ = Tư = m.12.20 = 240m (cm”). 
Đáp số : 2401 cmỶ, 


Thể tích hình nón 


Có hai dụng cụ, một hình 
trụ và một hình nón có 
đáy là hai hình tròn bằng 
nhau. Chiều cao của hình 
nón bằng chiều cao của 
hình trụ (h. 90). 


Nếu ta dùng dụng cụ có 
dạng như hình nón nói 


Hình 90 
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trên, múc đầy nước rồi đổ hết vào dụng cụ hình trụ thì thấy chiều cao của cột 


quả.“ Ï suan X3 

nước này chỉ bằng, 3 chiều cao của hình trụ. 
: 1 

Qua thực nghiệm, ta thấy  V„¿„= 3 TƯ: 


Ta có thể tích hình nón là 


Hình nón cụt 

Khi cất hình nón bởi một mặt 
phẳng song song với đáy thì 
phần mặt phẳng nằm trong hình 
nón là một hình tròn. Phân hình 
nón nằm giữa mặt phẳng nói trên 
và mặt đáy được gọi là một hình 
nón cụt (h. 92). 


Hình 91. Đèn treo đtrần nhà khi 
bật sáng xế tạo nên một “cột sáng” 
có dạng một hình nón cụt 


Diện tích xung quanh và thể tích hình nón cụt 
Cho hình nón cụt có r, r; là các bán kính đáy, 
/ là độ dài đường sinh, h là chiều cao (h. 92). 

Kí hiệu S;ạ là diện tích xung quanh và V là thể 
tích hình nón cụt. 

Quan sát hình 92, ta nhận thấy S¿4 là hiệu 


điện tích xung quanh của hình nón lớn và hình 
nón nhỏ, V cũng là hiệu thể tích của hình nón 
lớn và hình nốn nhỏ. 


Ta có các công thức sau : Hình 92 


Šx„ = TÍN +12}. 


V= 3 nh + tý +). 


I§. 


16. 


1. 


18. 


Bồi tộp 
Một hình nốn được đật vào bên trong một hình 


lập phương như hình vẽ (cạnh của hình lập phương 
bằng 1) (h. 93). Hãy tính : 


a) Bán kính đáy của hình nón. 
b) Độ dài đường sinh. 


Cất mặt xung quanh của một hình nón theo một 
đường sinh và trải phẳng ra thành một hình quạt. Hình 93 
Biết bán kính hình quạt tròn bằng độ dài đường sinh 

và độ dài cung bằng chu vi đáy. 


Quan sát hình 94 và tính số đo cung của hình quạt tròn. 


6cm ^» 


6œn 
—> 
2cm é» 2xrx2(œm) 


Hình 94 


Khi quay tam giác vuông để tạo ra một hình nón như ở hình 87 thì góc CAO 
gọi là nửa góc ở đỉnh của hình nón. Biết nửa góc ở đỉnh của một hình nón là 
30”, độ dài đường sinh là a. Tính số đo cung của hình quạt khi khai triển mặt 
xung quanh của hình nón. 


Là B 
Hình ABCD (h. 95) khi quay quanh BC thì tạo ra : 


(A) Một hình trụ ; 

(B) Một hình nón ; 
(C) Một hình nón cụt ; 
(D) Hai hình nón ; 

(E) Hai hình trụ. 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


ể D 
Hình 95 
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19. 


20. 
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Hình khai triển của mật xung quanh của một hình nón là một hình quạt. Nếu 
bán kính hình quạt là 16 em, số đo cung là 120” thì độ dài đường sinh của 
hình nón là : 


(A) I6 em; (B)8cm; (C) em: 
(D)4em; (EF) x em. 
Hãy chọn kết quả đúng. 


Hãy điển đủ vào các ô trống ở bằng sau (xem hình 96) : 


Bán kính đáy | Đường kính đáy | Chiều cao |Độ dài đường sinh| Thể tích 
r (em) d(em) h(em) !(em) VN (cm?) 
10 10 
10 10 
10 1000 
10 1000 
10 1000 


h 
ñ 
+ mm... 
Hình 96 Hình 97 


Cái mũ của chú hề với các kích thước 
cho theo hình vẽ (h. 97). Hãy tính tổng 
diện tích vải cần có để làm nên cái mũ 
(không kể riểm, mép, phần thừa). 

Hình 98 cho ta hình ảnh của một cái 
đồng hồ cát với các kích thước kèm theo 
(AO = OB). Hình 98 


Hãy so sánh tổng các thể tích của hai hình nón và thể tích của hình trụ. 


Luyện Tập 


23. Viết công thức tính nứa góc ở đỉnh của 
một hình nón (góc œ của tam giác vuông, 
AOS - hình 99) sao cho diện tích mặt khai 
triển của mặt nón bằng một phần tư diện 
tích của hình tròn (bán kính SA). 


24. Hình khai triển của mặt xung quanh của 
một hình nốn là một hình quạt, bán kính 


hình quạt đó là 16 em, số đo cung là 1207. 
Tang của nửa góc ở đỉnh của hình nón là : 


v2 2 (© 42 ; 


ki BS ÿ 
4Í Mhớc- 
Hãy chọn kết quả đúng. 


Hình 99 
(A) (D) 2/2. 


25... Hãy tính diện tích xung quanh của hình nón cụt biết hai bán kính đáy là a, b 
(a < b) và độ dài đường sinh là / (a, b, / có cùng đơn vị đo). 


26. Hãy điển đủ vào các ô trống cho ở bảng sau (đơn vị độ dài : em) : 


Hình Bán kính | Đường kính | Chiều cao Độ dài 'Thể tích| 
đáy (r) đáy (đ) (h) đường sinh 0) | (CV) 


40 2 


27. Một dụng cụ gồm một phần có dạng hình trụ, 
phần còn lại có dạng hình nón. Các kích thước 
cho trên hình 100. Hãy tính : 


a) Thể tích của dụng cụ này ; 


b) Diện tích mặt ngoài của dụng cụ (không, 
tính nắp đậy). 


Hình 100 
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28. Một cái xô bằng inốc có dạng hình nón cụt 
đựng hoá chất, có các kích thước cho ở 
hình 101 (đơn vị : em). 


a) Hãy tính điện tích xung quanh của xô. 


b) Khi xô chứa đây hoá chất thì dung tích 
của nó là bao nhiêu ? 


29. Cối xay gió của Đôn-ki-hô-tê (từ tác phẩm của 
X/c-van-féc (Cervanfè)) 


Phần trên của cối xay gió có dạng một hình Tình 101 


nồn (h. 102). Chiều cao của hình nón là 42 em 

và thể tích của nó là 17 600 em”. 

Em hãy giúp chàng Đôn-ki-hô-tê tính bán kính đáy của hình nón (làm tròn 
kết quả đến chữ số thập phân thứ hai). 


Hình 102 
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§3. Hình cầu. 
Diện tích mặt cầu và thể tích hình cầu 


Hình cầu h h 


Khi quay nửa hình tròn tâm O, bán 
kính R một vòng quanh đường kính AB Ð 
cố định thì được một hình cầu (h. 103). 
s Nửa đường tròn trong phép quay nói 
trên tạo nên mặt cầu. R B 
« Điểm O được gọi là /đm, R là bán 20,303 
kính của hình cầu hay mặt cầu đó. BÊ 


Cắt hình cầu bởi một mặt phẳng 


Khi cắt hình cầu bởi một mặt phẳng 


thì phân mặt phẳng nằm trong hình KS nh = 

đó (mặt cắt) là một hình tròn. la (>> = 

Cắt một hình trụ hoặc một hình cầu Đuon g5! `-r.4 
4) b) 


bởi mặt phẳng vuông góc với trục, ta 
được hình gì ? Hãy điển vào bảng 
(chỉ với các từ “có”, "“không”) (h. 104. Siyi-Ju# 
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— Hình : 
= Hình trụ Hình cầu 


Mặt cắt —— 


Hình chữ nhật 


Hình tròn bán kính R 


Hình tròn bán kính nhỏ hơn R 


Quan sát hình 10, ta thấy : 

* Khi cắt hình cầu bán kính R bởi một 
mật phẳng, ta được một hình trồn. 

* Khi cất mặt cầu bán kính R bởi một 
mặt phẳng, ta được một đường tròn : 

— Đường tròn đó có bán kính R nếu 
mật phẳng đi qua tâm (gọi là đường 


tròn lớn). 


— Đường tròn đó có bán kính bé hơn R 


Hình 105 


nếu mặt phẳng không đi qua tâm. 


Ví dụ. Trái Đất được xem như một hình cầu (h. 105), xích đạo là một 
đường tròn lớn. 


3. _ Diện tích mặt cầu 


Ở lớp dưới, ta đã biết công thức tính diện tích mặt cầu 


S= 4nR” hay S = xdŸ 


(R là bán kính, d là đường kính của mặt cầu) 


Ví dụ. Diện tích một mặt cầu là 36 cmẺ. Tính đường kính của một mặt 


cầu thứ hai có diện tích gấp ba lần diện tích mặt cầu này. 


Giải. Gọi d là độ dài đường kính của mặt cầu thứ hai, ta có 
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nd2 =3.36 = 108.Suyra d2 TH ~ 34,30, 


Vậy dø 5,86 em. 


Thể tích hình cầu 


Một hình cầu có bán kính R và một cốc thuỷ tỉnh dạng hình trụ có các 
kích thước như hình 106. 


Ở hình 106a, hình cần nằm khít trong hình trụ có đầy nước. Ta nhấc nhẹ 
hình cầu ra khỏi cốc. 


Hình 106 


Đo độ cao cột nước còn lại ở hình 106b, ta thấy độ cao này chỉ bằng, 3 


chiều cao của hình trụ. Do đó, thể tích hình cầu bằng Ỹ thể tích hình trụ, hay 
2 4 


_-^ 3... Étuyể 
V=.2nR IR. 


Ta có công thức tính thể tích hình cầu bán kính R là 
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Ví dụ. Cân phải cố ít nhất bao nhiêu lít 
nước để thay nước ở liên nuôi cá cảnh 
(xem hình 107) ? Liễn được xem như một 
phần mặt câu. Lượng nước đổ vào liễn 


chiếm 3 thể tích của hình cầu. 


Giải. Thể tích hình cầu được tính theo 
công thức Hành 107 
Á nỗ L „SỐ t0 v4 c4 3 
V= k ưa hay V= g"d (d là đường kính). 


(22 em = 2,2 dm). 
Lượng nước ít nhất cần phải có là 


2 7T 


3g. 2/2 53/71 (dm) = 3/71 (9, 
Bồi tập 
40. Nếu thể tích của một hình cầu là H37 cmẺ thì trong các kết quả sau đây, 
kết quả nào là bán kính của nó (u T® -] ? 
(A)2em; (B)3ecm; (Ø 5em; (D)6cm; 
(E) Một kết quả khác. 


31. Hãy điền vào các ô trống ở bảng sau : 


Bán kính hình câu | 0.3 mm | 6.21 dm | 0.283 m |100 km|[ 6 hm |50 dam 


Diện tích mặt cầu 


Thể tích hình cầu 
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t2) 
le 


._ Một khối gỗ dạng hình trụ, bán kính đường, 
tròn đáy là r, chiều cao 2r (đơn vị : 


cm). 


Người ta khoét rỗng hai nửa hình cầu như 


33. Dụng cụ thểthao 


hình 108. Hãy tính diện tích bề mặt của 
khối gỗ còn lại (diện tích cả ngoài lẫn trong). 


Các loại bóng cho trong bảng đều có dạng 
hình cầu. Hãy điền vào các ô trống ở bảng. 
sau (làm tròn kết quả đến chữ số thập 


Hình 108 
hân thứ hai) : M2 
Sao: Quả |Quảkhúc| Quả Quả Quả 
bi Dáng bóng gôn | côn cầu | ten-nít |bóng bàn| bi-a 
Đường kính 42,7 mm 6,5em | 40mm |6I mm| 
Độ dài đường tròn lớn| 23 em 


Diện tích 


Thể tích 


34. Khinh khí câu của nhà Mông-gôn-fï-ê (Montgolfier) 


Ngày 4— 6- 1783, anh em nhà Mông-gôn-fi-ê 
(người Pháp) phát minh ra khinh khí cầu dùng, 
không khí nóng. Coi khinh khí cầu này là 
hình cầu có đường kính I1 m. Hãy tính diện 
tích mặt khinh khí cầu đó (làm tròn kết quả 
đến chữ số thập phân thứ hai). 


Hình 109 
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3š. Một cái bổn chứa xăng gồm hai nửa hình 


Luyện Tập 


cầu và một hình trụ (h. 10). 


Hãy tín 


kích thước cho trên hình vẽ, 


36. Một chỉ 


nửa hình cầu với các kích thước đã cho trên 


hình II 


(đơn vị : cm). 


a) Tìm một hệ thức giữa x vàh 
độ đài không đổi và bằng 2a 


b) Với 
mật và tỈ 


37. Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính 
AB=2R, Ax và By là hai tiếp tuyến với nửa 
đường tròn tại A và B. Lấy trên tia Ax điểm 


iêu kiện ở a), hãy tính 


h thể tích của bồn chứa theo các 


tiết máy gồm một hình trụ và hai 


hể tích của chỉ tiết máy theo x và a. 


khi AA' có 


lên tích bể 


Hình III 


Mirồi vẽ tiếp tuyến MP cát By tại N. 


a) Chứng minh rằng MON và APB là hai tam giác vuông đồng dạng. 
b) Chứng minh AM .BN = R. 


e) Tính 


9," Ôi h 
tỉ số CM@, khi AM = 
SApbB 


| 


d) Tính thể tích của hình do nửa hình tròn APB quay quanh AB sinh ra. 


Bài đọc thêm 


VỊ TRÍ CỦA MỘT ĐIỂM TRÊN MẶT CẦU - TOẠ ĐỘ ĐỊA LÍ 


Quan sát hình 112, 113. 


* Mỗi đường tròn là giao của mặt cầu và mặt phẳng vuông góc với đường 


thắng NB gọi là một vĩ (yến. 
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s Xích đạo là vĩ tuyến lớn nhất chia bề mạt Trái Đất (Địa cầu) ra hai 
nửa bằng nhau. Nửa cầu có cực bác (B) là bán cẩu Bác, nửa cầu có cực 
nam (N) là bán cầu Nam. 

* Mỗi đường tròn lớn có đường kính NB gọi là một uòng kinh tuyến. Mỗi 
nửa vòng kinh tuyến nối hai mút N, B gọi là một kinh tuyến. 

s Theo quy ước quốc tế, người ta chọn kinh 
tuyến đi qua đài thiên văn Grinuych 
(Greenwich) (ngoại ô Luân Đôn - nước Anh) 
làm kinh tuyến gốc. 

Xích đạo được lấy làm vĩ yến gốc. 

Mặt phẳng qua kinh tuyến gốc chia lrái Đất 
thành hai nửa bằng nhau. Một nửa là bán cầu 


Đông, nửa kia là bán cầu Tây. Hình 112 
ình 


Kinh tuyến gốc cắt xích đạo ở Cï. 

Nếu P là một điểm của bề mặt Địa cầu thì vĩ tuyến qua P cắt kinh tuyến 
gốc ở G, kinh tuyến qua P cất xích đạo ở điểm P'. Khi đó : 

Số đo góc GOP' gọi là kinh độ của P, số đo góc GOG gọi là vĩ độ của P. 


[uỳ theo vị trí của P ở phía đông hay phía tây đối với kinh tuyến gốc, ở 
phía bắc hay phía nam đối với xích đạo mà ta cần chỉ rõ thêm : kinh độ 
đông hay kinh độ tây, vĩ độ bắc hay vĩ độ nam. 


Theo quy ước, ta viết toa độ địa lí của 
một điểm, chẳng hạn Hà Nội, như sau : 
Toạ độ địa lí của Hà Nội 
105° 48' Đông 

20° 0I' Bắc 


(kinh độ viết trên, vĩ độ viết dưới). 


Hình I13 
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Ôn tập chương IV 
Câu hỏi 


1. Hãy phát biểu bằng lời : 


a) _ Công thức tính diện tích xung quanh của hình trụ. 
b) __ Công thức tính thể tích của hình trụ. 
e) _ Công thức tính diện tích xung quanh của hình nón. 
d) _ Công thức tính thể tích của hình nón. 
e) _ Công thức tính diện tích của mặt cầu. 
g) _ Công thức tính thể tích của hình cầu. 
2. Hãy nêu cách tính điện tích xung quanh và thể tích của hình nón cụt. 
Tóm tốt cóc kiến thức cồn nhớ 
Hình Hình vẽ Diện tích xung quanh | Thể tích 
Hình trụ h So = 2nrh Vmh 
Hình nó l § tí V~ Trời 
ình nốn xạ — T Đ sm h 


Hình cầu 
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3 4 
= W=_~ 
(- S=:4nR 3 


38. 


40. 


4I. 


Bòi tộp 


Hãy tính thể tích, diện tích bề mặt 41cm 
một chỉ tiết mấy theo kích thước đã 


cho trên hình 1 14. C—— + cm 


l«ecmal 
Hình 114 


Một hình chữ nhật ABCD có AB > AD, diện tích và chu vi của nó theo 
thứ tự là 2a? và 6a. Cho hình vẽ quay xung quanh cạnh AB, ta được một 
hình trụ. 


Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình trụ này. 


Hãy tính điện tích toàn phần của các 
hình tương ứng theo các kích thước đã 
cho trên hình 115. 


Cho ba điểm A, O, B thắng hàng theo 
thứ tự đó, OA = a, OB = b (a, b cùng 
đơn vị : cm). 

Qua A và B vẽ theo thứ tự các tia Ax và 
By cùng vuông gốc với AB và cùng 
phía với AB. Qua O vẽ hai tia vuông, 
góc với nhau và cất Ax ở C, By ở D 
(xcm hình L16). 

a) Chứng minh AOC và BDO là hai 
tam giác đồng dạng ; từ đó suy ra tích 
AC.BD không đổi. 


b) Tính diện tích hình thang ABDC khi 
COA = 607. Hình 116 


e) Với COA = 60° cho hình vẽ quay xung quanh AB. Hãy tính tỉ số thể 
tích các hình do các tam giác AOC và BOD tạo thành. 
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42. Hãy tính thể tích các hình dưới đây theo kích thước đã cho (h. !17) 


Hình II7 


43. Hãy tính thể tích các hình dưới đây theo kích thước đã cho (h. 118) 
(đơn vị : em). 


a) b) 9 
Hình II8 


44. Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn tâm O, 
bán kính R và GEE là tam giác đều nội tiếp 
đường tròn đó, EF là đây song song với AB 
(h. 119). Cho hình đó quay xung quanh trục GO. 
Chứng minh rằng : 


a) Bình phương thể tích của hình trụ sinh ra bởi 
hình vuông bằng tích của thể tích hình cầu sinh 


ra bởi hình tròn và thể tích hình nón do tam giác Hình 119 
đều sinh ra. 


b) Bình phương diện tích toàn phần của hình trụ bằng tích của diện tích 
hình cầu và diện tích toàn phần của hình nón. 


Hình 120 mô tả một hình cầu được đặt khít vào 


trong một hình trụ, các kích thước cho trên hình vẽ. C 
Hãy tính : 


a) Thể tích hình cầu ; 
b) Thể tích hình trụ ; 
e) Hiệu giữa thể tích hình trụ và thể tích hình cầu ; 


d) Thể tích của một hình nón có bán kính đường 


Ân So sc Và h Hình 120 
tròn đáy là r em và chiều cao 2r em; 


e) Từ các kết quả a), b), e), đ), hãy tìm mối liên hệ giữa chúng. 


Bèi tập ôn cuối năm 


A - Phần Đại số 


1. 


» 


Xét các mệnh đề sau : 
-^Ä-4)C25) = -4A|—25 ; 1L 4C4)4(—25) = v100 ; 
II. ý100 = 10 ; IV. V100 =+10. 


Những mệnh đề nào là sai 2 
Hãy chọn câu trả lời đúng trong các câu A, B, C, D dưới đây : 
(A) Chỉ có mệnh đề 1 sai; (B) Chỉ có mệnh đề II sai ; 


(C) Các mệnh đề I và IV sai ; (D) Không có mệnh đề nào sai. 


Rút gọn các biểu thức : 
M=3-282 -46+ 442 ; 
N=w2+43+2-x3 
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242 +6) .. 
——— bằng : 
32+ 3 


22 243 4 
A› 2F , œ 2E , (G1; (Địa: 


Giá trị của biểu thức 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


Nếu 42+ 4x =3thìx bằng : 
(A)l: (® X7 ; (7; (Đ)49. 
Hãy chọn câu trả lời đúng. 


Chứng minh rằng giá trị của biểu thức sau không phụ thuộc vào biến : 


ØL\Ÿx: _Xx~2 : X+X- Vx TỦ: 
x+2Njx+l XI wx 


Cho hàm số y = ax + b. Tìm a và b, biết rằng đồ thị của hàm số đã cho thoả 
mãn một trong các điều kiện sau : 


a) Đi qua hai điểm A (1; 3) và B(—1 ;-I) ; 
b) Song song với đường thẳng y = x + 5 và đi qua điểm C (1 ; 2). 


Cho hai đường thẳng : 
y=(m+l)x+5, (đị) 
y=2x+n. (đạ) 
Với giá trị nào của m và n thì : 
a) dị trùng với d; ? 
b) dị cất dạ ? 
e) dị song song với d; ? 


Chứng minh rằng khi k thay đổi, các đường thẳng (k + l)x - 2y = I luôn đi 
qua một điểm cố định. Tìm điểm cố định đó. 


19. 


11. 


13. 


14. 


1ã. 


16. 


17. 


18. 


Giải các hệ phương trình : 
2x+3|y| = 13 3x Sủjy =9 
b l|= 13, b) | ng 


3x-y=3 


Giải các hệ phương trình : 


JJ2#—1-#—T=1, (x-1Ÿ-2y= 
2l, bÿ-1=2 `) 3(x-I+3y =1 
Hai giá sách có 450 cuốn. Nếu chuyển 50 cuốn từ giá thứ nhất sang giá thứ 
hai thì số sách ở giá thứ hai sẽ bằng 3 số sách ở giá thứ nhất. Tính số sách 
úc đầu trong mỗi giá. 

Quãng đường AB gồm một đoạn lên dốc dài 4 km và một đoạn xuống dốc 
dài 5 km. Một người đi xe đạp từ A đến B hết 40 phút và đi từ B về A hết 


41 phút (vận tốc lên dốc, xuống dốc lúc đi và về như nhau). Tính vận tốc lúc 
lên dốc và lúc xuống. dốc. 


Xác định hệ số a của hàm số y = ax', biết rằng đồ thị của nó đi qua 
điểm A(-2 ; 1). Vẽ đồ thị của hàm số đó. 

Gọi xị, xạ là hai nghiệm của phương trình 3xÌ~— ax-b=0, Tổng xị + xạ 
ằng : 


a a b b 
(A)~$: độ: (3: ®) =3: 
Hãy chọn câu trả lời đúng. 
Hai phương trình X + ax + =0 và X -x- a=0 
có một nghiệm thực chung khi a bằng : 
(A0; Œ®)1; (@2; (D)3. 
Hãy chọn câu trả lời đúng. 
Giải các phương trình : 
a)2x”~x +3x+6=0; b) x(x + 1) + 4)(x + 5) = 12. 


Một lớp học có 40 học sinh được sáp xếp ngồi đều nhau trên các ghế băng. 
Nếu ta bớt đi 2 ghế bang thì mỗi ghế còn lại phải xếp thêm I học sinh. Tính 
số ghế băng lúc đầu. 


Cạnh huyền của một tam giác vuông bằng 10 em. Hai cạnh góc vuông có 
độ dài hơn kếm nhau 2 em. Tính độ dài các cạnh góc vuông của tam giác 
vuông đó. 
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B~ Phần Hình học 


1. 


Chu vi hình chữ nhật ABCD là 20 em. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất cña độ dài 
đường chéo AC. 


Tam giác ABC có B = 45°, C = 30°. Nếu AC =8 thì AB bằng : 

(A)4; (B) 442; (© 4/3 ; (Ð) 4⁄6. 

Hãy chọn câu trả lời đúng. 

Cho tam giác ABC vuông ở C có đường trung tuyến BN vuông góc với 


đường trung tu yến CM, cạnh BC = a. Tính độ dài đường trung tuyến BN. 


Nếu tam giác ABC vuông tại C và có sinA = 3 thì tgB bằng : 


3. 45, 5... x5 
Ÿ: Gề=: l@ ¡ (b Š”- 


⁄5 


(A) 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


Tam giác ABC vuông tại C có AC = 15 em. Đường cao CH chia AB thành 
ai đoạn AH và HB. Biết HB = I6 em. Tính diện tích tam giác ABC. 


Một hình chữ nhật cắt đường tròn như hình 121, biết AB = 4, BC = 5, 
DE = 3 (với cùng đơn vị đo). 
Độ dài EEF bằng : 

20 
(A)6; ()7; (@)——; (D)8. 
Hãy chọn câu trả lời đúng. 


Cho tam giác đều ABC, O là trung 
điểm của BC. Trên các cạnh AB, AC 
ần lượt lấy các điểm di động D và E 


sao cho DOE = 60, 

a) Chứng mỉnh tích BD.CE không đổi. 
) Chứng minh ABOD œ AOED. Từ đó suy ra tia DO là tia phân giác 
của BDE. 

e) Vẽ đường tròn tâm O tiếp xúc với AB. Chứng minh rằng đường tròn 
này luôn tiếp xúc với DE. 


Hình 121 


Cho hai đường tròn (O ; R) và (O' ; r) tiếp xúc ngoài (R > r). Hai tiếp 
tuyến chung AB và ATP' của hai đường tròn (O), (O') cắt nhau tại P (A và A' 
thuộc đường tròn (©'), B và B' thuộc đường tròn (O)). Biết PA = AB = 4 em. 
Tính diện tích hình tròn (©). 


10. 


II. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Cho tam giác ABC nội tiếp đường trồn (O') và ngoại tiếp đường tròn (O) 
Tia AO cắt đường tròn (O') tại D. Ta có : 


(A)CD=BD=OD; (B) AO = CO = OD ; 

(C) CD = CO = BD ; (D) CD = OD = BD. 

Hãy chọn câu trả lời đúng. 

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). Các cung nhỏ AB, BC, 
CA có số đo lần lượt là x + 75”, 2x + 25”, 3x - 22”, Một góc của tam giác 
ABC có số đo là : 

(A)575; (B)59°; (G@61?; (D) 60. 

Hãy chọn câu trả lời đúng. 

Từ một điểm P ở ngoài đường tròn (O), kể hai cát tuyến PAB và PCD tới 
đường tròn. Gọi Q là một điểm nằm trên eung nhỏ RD (không chứa A và C) 
sao cho sđ BQ =42° và sđ Qö = 38”. Tính tổng BPD + AQC. 

Một hình vuông và một hình tròn có chu vi bằng nhau. Hỏi hình nào có 
điện tích lớn hơn ? 


Cho đường tròn (O), cung BC có số đo bằng 120”, điểm A di chuyển trên 
cung lớn BC. Trên tỉa đối của tia AB lấy điểm D sao cho AD = AC. Hỏi 
điểm D di chuyền trên đường nào 2 


Dựng tam giác ABC, biết BC = 4 em, A= 60, bán kính đường tròn nội 
tiếp tam giác bằng l cm. 

Tam giác ABC cân tại A có cạnh đáy nhỏ hơn cạnh bên, nội tiếp đường 
tròn (O). Tiếp tuyến tại B và C của đường tròn lần lượt cắt tia AC và tỉa 
ABởD và E. Chứng minh : 

a) BD” = AD.CD ; 

b) Tứ giác BCDE là tứ giác nội tiếp ; 

c) BC song song với DE. 

Một mặt phẳng chứa trục OO' của một hình trụ ; phần mặt phẳng nằm 
trong hình trụ là một hình chữ nhật có chiều dài 3 cm, chiều rộng 
2 em. Tính diện tích xung quanh và thể tích hình trụ đó. 


Khi quay tam giác ABC vuông ở A một vòng quanh cạnh góc vuông AC 
cố định, ta được một hình nón. Biết rằng BC = 4 dm, ACB = 30”. Tính 
điện tích xung quanh và thể tích hình nón. 


Một hình cầu có số đo diện tích (đơn vị : m2) bằng số đo thể tích (đơn vị : m°). 
Tính bán kính hình cầu, diện tích mặt cầu và thể tích hình cầu. 
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MỤC LỤC 


PHẦN ĐẠI SỐ 


Chương III- Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 


Chương IV —- Hàm số y = ax2 (a # 0) - Phương trình bậc hai một ẩn 


§1. Phương trình bậc nhất hai ẩn 

§2. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 

§3. Giải hệ phương trình bằng phương pháp thế 

§4. Giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng đại số 
§5. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình 

§6. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình (tiếp theo) 
Ôn tập chương TII 


§1. Hàm số y = ax” (a #0) 
§2. Đỏ thị của hàm số y = ax” (a # 0) 
§3. Phương trình bậc hai một ẩn 
§4. Công thúc nghiệm của phương trình bậc hai 
§5. Công thức nghiệm thu gọn 
§6. Hệ thúc Vi-ét và ứng dụng 
§7. Phương trình quy về phương trình bậc hai 
§8. Giải bài toán bằng cách lập phương trình 
Ôn tập chương IV Set 

PHÂN HÌNH HỌC 


Chương !II— Góc với đường tròn 


§1. Góc ở tâm. Số đo cung 

§2. Liên hệ giữa cung và dây 

§3. Góc nội tiếp 

§4. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung 

§5. Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. 
Góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn 

§6. Cung chứa góc 

§/. Tứ giác nội tiếp 

§8. Đường tròn ngoại tiếp. Đường tròn nội tiếp 

§9. Độ dài đường tròn, cung tròn 

§10. Diện tích hình tròn, hình quạt tròn 

Ôn tập chương TH 


Chương !V - Hình trụ - Hình nón — Hình cầu 


§1. Hình trụ — Diện tích xung quanh và thể tích của hình trụ 
§2. Hình nón - Hình nón cụt - Diện tích xung quanh và 
thể tích của hình nón, hình nón eụt 
§3. Hình cầu — Diện tích mặt cầu và thể tích hình cầu 
Ôn tập chương IV 
Bài tập ôn cuối năm 
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